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PRÉFACE. 



Ce travail a pour objet l'exposition de quelques applications 
des fractions continues algébriques. 

Le premier chapitre contient les démonstrations des proprié- 
tés fondamentales des réduites dans le développement d'une in- 
tégrale de la forme 



ày 



f/W* 



en fraction continue, les formules qui établissent la liaison entre 
les dénominateurs des réduites de cette fraction et de celles qu'on 
obtient en remplaçant f(y) successivement par 

(y-a)Ay), (!>-y)f(y), (y-*)Q>-y)M, 

et quelques théorèmes sur la distribution mutuelle des racines 
des diverses fonctions entières qu'on vient de mentionner. 

Le chapitre II contient l'application des propriétés exposées 
dans le ch. I à la formation du polynôme d'interpolation par la 
méthode des moindres carrés et l'étude d'une série remarquable, 
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duc à M. Tchébicheff, donnant l'expression approchée d'une 
f intégrale définie au moyen d'autres, prises entre les mêmes liini- 

j tes, mais plus simples que la proposée. 

Le chapitre III est consacré à l'étude de certaines fonctions 
entières, dites fonctions analogues à celles de Legendrc ou poly- 
nômes de Jacobi. Ces fonctions ont été considérées pour la pre- 
. ruière fois par Jacobi dans son mémoire sur la série hypergéo- 
métrique, inséré dans le T. LVI du Journal de Crelle. Les 
propriétés de ces fonctions découlent presque immédiatement de 
leur définition comme dénominateurs des réduites dans le déve- 
loppement en fraction continue d'une intégrale de la forme indi- 
quée ci dessus et se déduisent sans le secours des séries hyper- 
géométriques, sur lesquelles on fait ordinairement reposer la 
théorie de ces fonctions. On trouvera ici, entre autre, les dé- 
monstrations de quelques théorèmes élégants, énoncés par M. 
Stieltyes dans les Comptes rendus 1885. 

L'application de la théorie exposée dans le premier chapitre 
v : ' au calcul approximatif des intégrales définies fait le sujet du 

'^i ch. IV. Les expressions des termes complémentaires dans les 

y. diverses formules des quadratures approchées sont déduites, à la 

j! manière de M. Markoff (Math. Annalen Bd. XXV. Sur la mé- 

thode de Gauss etc.), au moyen de l'expression du terme complé- 
mentaire de la formule d'interpolation de Lagrange généralisée, 
donnée par M. Hermite dans le t. 84 du Journal de Bor- 

chardt. 

« 

Le demier chapitre Y est consacré è. l'une des plus belles 
[j applications des fractions continues algébriques, provoquée par 

les recherches ingénieuses de M. Tcjiébicheff. La question 
dont il s'agit consiste à trouver les valeurs limites, c'est à dire, 
le maximum et le minimum de l'intégrale 
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d'après les valeurs données dus intégrales 

h b b b 

\fi!j) dy, \y f{y) dy, jf f(y) dy, . . J t/ f(y) dy, 



a a 



x étant un nombre donne, compris entre a et &, f(y) — une fonc- 
tion inconnue, positive entre les limites de l'intégration et Q(y) — 
une fonction quelconque donnée, assujétie seulement à quelques 
restrictions, concernant le signe de Q(y) et de ses dérivées suc- 
cessives jusqu'à l'ordre |i*-t-l 9 pour les valeurs de y comprises 
entre a et 6. 

Cette question a été posée, pour le cas de Cl (y) = 1 , par 
M. Tchébicheff dans son mémoire «Sur les valeurs limites 
des intégrales»^ inséré dans le Journal de mathématiques pour 
1874. • 

C'est à M. Markoff que nous devons la première résolu- 
tion de cette question dans toute sa généralité. La solution de 
M. Markoff a été publiée par lui dans son mémoire «Sur quel- 
ques applications des fractions continues algébriques» en russe, à 
St. Pétersbourg 1884. C'est cette solution même, quant aux ; 
traits principaux, que nous reproduisons ici. 

Mais, en cherchant de simplifier autant que possible l'expo- ' 
sitioh des résultats définitifs, nous avons substitué à quelques- ! 
unes des démonstrations de l'auteur d'autres, plus simples, et 
nous avons ajouté aussi quelques considérations sur la distribu- ; 
tion des racines des équations à la résolution desquelles se ra- 
mène toute la recherche, et dont on pourra apprécier la valeur, : 
essayant d'appliquer les formules générales à des exemples. 

Récemment, M. Tchébicheff à publié les résultats de ses 
propres recherches sur la même question (Sur la représentation 
des valeurs limites des intégrales au moyen des résidus intégraux, 
en russe, Mémoires de l'Académie des sciences de St. Pétersbourg 
pour 1885). Une traduction français? de ce mémoire doit pa- 
raître prochainement dans les «Acta Matbematica». 
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Les expressions des valeurs limites de l'intégrale proposée y 
sont données sous une forme très simple et élégante, mais les 
principes, sur lesquels repose la solution, ne sont pas indiqués. 

On trouvera la démonstration des formules de M. T c h é b i- 
cheff dans le n° 17 du ch. V. 

La résolution de quelques questions des maxima et minima, 
qui se ramènent aisément à la question énoncée ci-dessus, termi- 
nent ce chapitre. 

Le but principal que nous avons eu en vue, eu publiant ce 

travail, était de contribuer à la connaissance des résultats déjà 

acquis dans ce genre ce recherches, qui sont encore loin d'être 

épuisées, essayant de présenter un ensemble assez complet de ces 

résultats sous une forme tout à fait élémentaire. 

% 



St. Pctersbourg, Novembre 1886. 
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La fonction F(e) peut être aussi développée en fraction continue 
de la forme 

F(e) = -* 






(2) 



Su îa> • • • ff w > • • • étant ^ es f° nc tions entières de z et c u c î9 . . . 
c n ,. . . dos constantes, dont les valeurs peuvent être choisies arbi- 
trairement. On peut disposer des valeurs de ces constantes pour faire, 
si on le juge à propos, les coefficients de la plus haute puissance 
de z dans les fonctions q lf q 2} . • . q n ,. . . égaux à l'unité, ou à 
d'autres nombres donnés à priori. 

2. Désignons par ty n (z) ou ty n le numérateur et par y n (z) ou <p n 
le dénominateur de la n me réduite de la fraction continue (2). Nous 
aurons 

<K = *i> ?i = «i 



et en général 



?n-*-i == ffn-i-i Tn - " C n-*-i ?n— i 



ces formules étant vraies pour n > 1 , en convenant de poser 

4*0=0, 9 =]. 
Les formules (3) donnent comme conséquence 

*n^i ?n~ ?n^t *n= C iV • «V-i ' • (*) 

OU 



i 9n-*-i *n 9ii9n-*-i 9nfan-«-i *w~" c n-*-i9ii— i)* 



En remplaçant le quotient incomplet g n ^. l par le quotient corn- 
î plet m et remarquant que , 



n 4 fi-f-i *n-*-i t 



w-*-i» 



s 



— 3 — 

F désignant une fonction qui s'annulo pour a = oo , nous au- 

rons 

P( z \ ^i — c i c 3«*« c w-«-i 

* 9n (9w*n-*-i — 9n— i c n-*-i)9n 



Ci Cj. . .C n ^_! 



(9» în-w — 9n *V*-i — 9n—i <Wi) 9n 



(5) 



Désignant par 8 n le degré de <p n et remarquant que le degré de 
<Wi ost au mo * n8 ^ al & 1> la formule (5) donne pour la limite de 



j»w-« (*•(,)- £) 



00 



une quantité finie ou 0. Donc, dans le développement de 

F{*)— ï* 

w 9w 

suivant les puissances décroissantes de z } le premier terme sera de 
degré < — (25 n -*-l). 

Cette propriété de la fraction réduite est caractéristique, car on 
peut démontrer la proposition suivante, réciproque de la précédente, 
savoir: 

Si - désigne une fraction rationolle, dont le dénominateur est de 

degré ix, telle que dans le développement de la différence F(z) — - sui- 
vant les puissances décroissantes de z le premier terme est de degré 
< — (2p.-*- 1), cette fraction £ est une des réduites dans le déve- 
loppement de F{z) en fraction continue. 
En effet soient 

Oj, o 8 ,. . .o n , 8,!^.^. • • 

1 

les exposants de la plus haute puissance de z respectivement dans 

• ! 
i 

I ! 

Soit h le premier de ces nombres qui surpasse p.; on aura 



h > a>8 



é 
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Gela posé, la formule (5) pouvant être écrite de la manière sui- 
vante 

donnera un développement de la forme 



F v0 9^ ~ /n-^*n^i "*" f *if*-*Â-#-r*-i "*" * 

Or, par condition on a 

et comme 

on voit que la différence 

9 9n 99n 



est de degré < — G*-*-*,,), ce qui exige que +9 W — 9+„ se ré- 
duise à 0, donc ^9 n — 9<Jj n = 0, 

9 9n 

ce q. f. d. 

3. Dans tout ce qui suit nous supposerons que la fonction f(y) 
reste positive entre les limites de l'intégration. 

Théorème 1 . La fonction f{y) restant positive entre les limites 
a et 6, tous les quotients incomplets dans le développement de l'inté- 
grale 

b 



[fiy)ày _ 

J '-* 



iL 



ïi- 






sont des fonctions linéaires de z. 
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Pour le démontrer, multiplions les doux membres de la formule 

par 9 n V)> n0UB aurons 



& 



?» 9 (<)J^ -♦.«*.« 



g|Cf «Cn-*-i 



9n 



OU 






= iW?nW 



a 






(6) 



9n 

Remarquant que *j Z !? os * u 116 fonction entière de%*, que 
-F'n-i-i et î^ sont des fonctions qui s'annulent pour z = oo et 

supposant pour un moment que le degré de q nm% _ % soit supérieur à 1 , 
on arrive à une contradiction, car dans cette supposition le coeffi- 
cient de y dans le développement du second membre de la formule (6) 

est évidemment égal à zéro, tandis que le môme coefficient dans le pre- 
mier membre' est représenté par 

b 

quantité plus grande que zéro, tous les éléments de l'intégrale étant 
positifs. Donc q fl-4-l doit être linéaire par rapport à s. 

En désignant par a n ^ x le coefficient de a dans l'expression de 
g fM-1 , on aura, d'après la formule (6) 

b 

J?»W(y)dy= c - L *^ (7) 
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/ 
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Corollaire 1 . Le dénominateur <f n (z) de la n"* réduite est une 
fonction entière de degré n; le premier terme dans le développe- 
' ment de 



suivant les puissances décroissantes de z est de degré — (n-4-1). 

Corollaire 2. Si les constantes c lt c v . . c rtH-l ont des valeurs 
positives, les coefficients a l9 a a , . . . a n ^ % et par conséquent, les coef- 
ficients des termes le plus élevés dans les fonctions 9 X (*), <p a O) . . . 
9,^1 W 80n t auss î positifs, 

4. La formule (5) qui nous à conduit au théorème précédent, 
fournit aussi les expressions des fonctions <l* n (*)> ^ W W au m °y en de 
la fonction <? n (z). Multipliant les deux membres de la formule (5) par 
9 (*), nous aurons 







OU 



9n *n-i-i— c n-*-i 9n— 1 

a .4 



a 



d'où, en comparant entre elles les parties entière et fractionnaire des 
deux membres, on aura 

b 

W-f iBSl î=p !Ê fto*ir.>.; (8) 



b 

(y) 



^»=fe5fw% •••••< 9 > 
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5. Nous dirons souvent, pour abréger, qu'une fonction F(z) est 
i de degré ( — p.), si dans lo développement de F\z) suivant les puis- 
| sances décroissantes de z, lo premier terme est de degré = — p.. 
i 11 est facile de voir que deux fonctions F(z) et F x {z), dont la 

[ différence.^*) — F x {$) est de degré <— (2n-t-l) par rapport à a, 
ont les mômes réduites jusqu'au rang n inclusivement, dans le déve- 
| loppement en fraction continue de la forme 



«i*-*-*i- 



Oj §-*-b t ^ 






En effet, en désignant respectivement par ^ et p les réduites 

de rang n dans les développements de F{z) et .Fi(*), on aura par dé- 
finition 



jp ( g \ îî» *U _. *>» 

x i W f n — # 2n-«-i ^^ f tn-«-i 



• • 



• • • 



d'où il suit, remarquant que F(z) — F x {z) est de degré < — (2n-M) 
par condition, que la différence 

+3 "n = t ft /n-ttn9n ; 

9n fn 9n/n 

est de degré < — (2n-4-l ), ce qui exige que <!>,/„ — <o n 9 n = ou 

*n — !?* 
9n /n 

sans quoi cette différence serait de degré > — 2n. 

11 suit de cette remarque que pour calculer les réduites jusqu'au 
rang n inclusivement dans le développement de l'intégrale 

b 
J—9 



'i 
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il suffit de connaître les 2n premiers ternes de son développement 
en série 

b 

• • • *"* jïS r- • • • 



FU=j'g% = W 



c'est à dire les quantités 



«0> «l> a s> • • • a 8n— 1 






dy 



et de développer en fraction continue l'expression finie 

^lW f ^ Jt ^ • • • ~»^ jtffl • 

Si pour fixer les idées on prend tous les nombres c^ c 9> . • • 
c n> . . . égaux à l'unité, le développement 



FA*) = ^r- i 

1 4 0,1^-6,-.. 



«n * ■*- b n — * • 



coincidera dans les premiers n quotients incomplets avec le développe- 
ment de F{b). 

Si l'on connaissait un terme de plus dans le développement de 
l'intégrale 

b 
a 

en série, on aurait en développant l'expression finie 



x 9 W """ g ^^ ê t ^^ • • • ^^ f «fl 



f *n-f-i 



9 



en fraction continue 



F,(*):= * i - 



• 
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1 ! 
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■ un développement qui coïncide avec celui de l'intégrale dans les n 

! premiers quotients incomplets et dans lequel, en outre, le coefficient . 

i. a n ^ l de z dans le quotient suivant est égal au coefficient correspon- 

I dant dans le développement de I\z). 

\ En effet, soient respectivement q n _^ l et x*+ ml l^s quotients in- 

| complets de rang n -t- 1 dans les développements de F\s) et F s (z); 

\ les réduites de rang n -t- 1 seront respectivement 



j »tk4-i _ gn^-i »n— <>»n-i e ^ *>n-+-i _ Xn-+-i V »n-i 

1 9im-i îii-^i 9n— 9n— i /n-»-i Xw-«-i 9n~- 9n— i ' 

! 

I ^^ i ;r étant les réduites des rangs n — 1 , n communes aux déve- 

! 9n— i 9n ° 

loppements de F(z) et F 9 (s). 
Les différences 



f m-£ïï- '.«-S 



n-Hi 



étant de degré — (2n-i- 3) et 

F(z) — F t (z) de degré — (2n -♦- 2) , 
on voit que la différence 



pt-*-i /fn-i \9n-4-i 9n/ \/n-»-i 9n/ 9n-^i 9n /n-*-i 9n f 






•est elle môme de] degré — (2f»-*r2), ce qui ne peut arriver que 
| sous la condition que les coefficients de **~*" 1 dans (f n ^ ml et f n +. x ou, 
ce qui revient au môme, les coefficients de z dans q n ^ x etx^j soient 
égaux, ce q. f. d. 
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6. La formulo (9) conduit à la propriété fondamentale et carac- % 
téristique de la fonction <p n (*), qui peut tenir lieu de la définition de 
cette fonction. 

Développant le second membre de (9) suivant les puissances dé- 
croissantes de *, et remarquant que È n (a) est de degré — (n-*- 1) 
! , | par rapport à *, nous aurons les égalités suivantes 



b b 



jf(y)9 n (y) d y=o> [Ay)? n (srtydy=o, 



b b 



jf<9)9 m (*)f*9=o 9 ... J/ , (y)? n (y)y ll " l ciy=o..(10) 



qui entraînent comme conséquence la formule 



i ~ ' b 



J/ , (y)? n (y)^-i(y)^=o- • - (ii) 

a 

n _ i (y) désignant une fonction entière arbitraire de degré < n — 1 . 
Cette formule entraîne olle même comme corollaire l'égalité 



c 

J 



fto)9 m &)9n<*)*9 = 0, (12) 



pour m£n, qui est d'un fréquent usage dans les applications. 

L'égalité (11) peut tenir lieu du système des égalités (10), en 
laissant à la fonction O n _ x (y) toute sa généralité et définit complète- 
ment la fonction entière ?„(*) de degré n, en faisant abstraction . 
d'un facteur indépendant de *, car on peut démontrer facilement que 
toute fonction entière de » de degré n, satisfaisant à l'équation (11), 
ne diffère de <p n (*) que par un facteur constant. 



— 11 — 

En effet, les fonctions <p O), 9 1 (*)> . . . 9 n (*) étant respective- 
ment de degré 0, 1 , . . . n, toute fonction entière (P(*) de degré n 
peut être représentée sous la forme 



! 

i 
t 
I Aç f Ai f . . . A n étant des constantes. 

f Supposant que 

! b 



J 



<p(y)<?n-.(y)Ay)^ = o 



et mettant pour O n _ x (y) successivement 

?o(y)i?i(y)»-.-? n -,(y) 

nous aurons en vertu de (12) 



s 



s" 





4 jfte) ?, 9 (y) <*y = o, d'où 4= i 



pour t=0, 1, 2, . . .(n— 1). 
• Donc 0(y) = ^ n ? n (y) ce. g. /. d. 

7. Nous allons établir maintenant les propriétés principales 
des fonctions 9 n (*) et <)>„(*) qui découlent très simplement de l'équa- ' 
tion de définition (11). Nous désignerons dans tout ce qui suit par 
0^(z) une fonction entière arbitraire de a, de degré < ji.. 

Théorème 2. Toutes les racines de l'équation 

T 

9*0 = 

sont réelles, inégales et comprises entre les limites a et b. 
Pour le démontrer, supposons en premier lieu que l'équation 

• ? n (*) = 
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ait une racine imaginaire 



g l =a-*-^V — 1 



la racine conjuguée sera 



! vsa — pV— 1, 



I ; et 



i? ?.(•)-[(•— •) , +n*w. 



v <P(*) désignant une fonction entière de degré n — 2. Posant dans 

j! l'équation (11) 



nous aurons 

b 



|? ! ^ . JfWto-^-^n^W^-O 



ce qui est impossible, tous les éléments de l'intégrale étant positifs. 
f Supposant en second lieu, que ç n O) admette une racine double • 

^ réelle, nous aurons 

'■'. 9fi (*) = (* — <*)'<*>(*), 

$ j ;. 0{z) étant une fonction entière de degré n— 2; posant â n _ l (y)=0(y) f 

(l \ 1 on aura d'après l'équation (11) 









ce qui est impossible. 

Supposons en fin qu'il existe une racine réelle y plus grande que 
6 ou plus petite que a; nous aurons 

?»(*) — (*— Y)* Wi ' 



; - i3 - 

i 

! ${*) étant une fonction entière de degré n- 1 ; faisant 0^^)= d>(y), 

1 F équation (11) donne 



ï 



dans 



Ule 



•Wf 



(que 



JV«fr- 



i)&(y)dy = 



ce qui est impoesiblo, tous les éléments de l'intégrale étant de même 
signe dans l'un et l'autre cas. 

Donc, le théorème énoncé est démontré. 

Remarque. H est important de remarquer que la démonstration 
de l'impossibilité d'une racine imaginaire où d'une racine double 
n'exige pas que la fonction <p n (y) satisfasse à l'équation 



l 



b 

Ay)?»(y)*„-i(y) d y=o» 



pour toute fonction entière O n _ x {z) de degré n — 1; il suffit que la 
fonction <p (*) satisfasse à l'équation 






b 



équivalente au système de n — 1 équations 



b 



JffrKW^-o, jyfto^Wv-o,... J^V&KW^-o. 



Les mêmes conditions suffiraient, si on voulait établir l'impos- 
sibillité de deux où d'un plus grand nombre de racines réelles en de- 
hors des limites a et b. Ainsi nous pouvons énoncer un théorème 
plus général que le précèdent, savoir? 
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Si 9 (*) est une fonction entière de degré n, satisfaisant à 
condition 



ff(|f)?W^ t W4f=«0 



réquation 



9(*) = 



aura toutes ses racines réelles, inégales et ne pourra avoir qu'i 
seule racine en dehors des limites a et b. L'expression générale < 
fonctions 9(2) auxquelles se rapporte ce théorème est 

9(*) = ^9 n (*)-#-#9 fl _ l (*), 



A et -B étant des constantes. 

i '. Théorème 3. 

0(z) désignant une fonction entière de degré < 2n — 1 , 
aura 



« -4 . -i «-1 






'\ . *u * 2 , . . . * n étant les racines de 9 W (*) et 9/^) désignant la àé 

yée de 9^). Cette formule importante donne, comme on voit, l'< 

pression de l'intégrale 

b 



S 



f(y)®(y)dy 



au moyen de n valeurs particulières de la fonction 0(y). 

Pour la démontrer, désignons par O nmmX (y) le quotient et par r 
le reste de la division de <P(y) par 9 n (y). 

On aura 

^(y)=? n (y)^n-i(y)-»- r (y)» 

r[y) étant de degré n — 1. 
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ta la 



aune 
• des 



i, on 



(14) 



■ àéri< 
l'ex- 



"(y) 



Pour 



y = *„ *•(*<) = #(*<)• 



D'après la formule d'interpolation de Lagrange, on aura 



t=n 



'«-2b=W» # w 



•=1 



Mettant cette valeur de r{y) dans l'équation 

multipliant par f(y)dy et intégrant entre les limités a et &, on aura, 
en vertu des formules (1 1) et (8) 



a 

» 

^ — j r w (y-^) 9n ' W — 9n '(i<) 

a 

wq.f.d. 

Théorème 4. Toutes les racines de l'équation 

sont réelles, inégales et séparées par les racines de l'équation 



où 



Pour le démontrer, nous allons établir que tous les nombres 

9n' (H) 

*i — désignant une racine quelconque de <p n (*), sont positifs, d'où 
en vertu -du théorème de Rolle, découle immédiatement qu'entre deux 
racines consécutives de <p n (*) se trouve une et une seule racine de 
♦*Wi c* qu'il s'agit de démontrer. 
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La formule (8) donne 









Or, d'après la formule de Taylor 

? n <s)=(»-'<)<?;(><)+^9;(<ù-+- . . . -feg^w 

ou 

0(y) étant une fonction entière de degré n — 2. 
Multipliant les deux membres de cette égalité par 

et intégrant entre les limites a et 6, on aura en vertu de la for- 
mule (11) 

b b 

a a 

Cette formule met en évidence que 



9n'(*<) 



0. 



Corollaire. Lorsque toutes les constantes <Ht <?»- • • c n , c n-H1 ont 
des valeurs positives, les racines de l'équation 9 n—1 (^) = sont sé- 
parées par les racines de <f n (z) = 0. 

En effet, en faisant z = z i , la formule (4) donne 

donc ^ n (^) et 9 n _ l (z { ) sont des quantités de môme signe, ce qui 
entraîne l'inégalité 



qui démontre la proposition énoncée. 



t 
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Remarque. On voit immédiatement que le théorème 4 peut être 

généralisé de la manière suivante: 

Si 9(1) est une fonction entière de $ de degré n, satisfaisant à la 

condition 

b 



et 



b 



♦W-JVw 1 *^*, 



tous les nombres -^y, z { désignant une racine quelconque de 9(4), 

seront positifs, d'où il suit que toutes les racines de tyz) sont réelles, 
inégales et séparées par les racines de 9(4). 
En effet, on aura ici, comme plus haut, 






o 



ce qui met en évidence la proposition énoncée. 

De môme, si &(z) désigne une fonction entière de* de degré 
<2n — 2, on aura la formule, analogue à la formule (14) 

b 

[tfW(y)<*y = 2 £$*(*<) (16) 

a »=1 

8. Dans quelques applications il y a lieu de considérer simul- 
tanément avec la fraction continue qui provient du développement de 
l'intégrale 

b 

f/(y) ày 
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i ! 
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les fractions continues qu'on obtient en développant les trois m 
grales suivantes 



.1 

!< b b b 



^ Ç iv-ti/Mdy ^ o)[ \&-y)/(y)^ y 3 Jftf— )»-i 



-a)(6-y)/(y)<fr 

y 

a a a 



• 



Nous désignerons les dénominateurs des réduites du rang n 
il ! - ces fractions respectivement par 



I,. i 

^ i Gomme les fonctions 



1) U n , 2) F nl 3) W n . 



<y-a)f(y), Q>-y)f(y),(!t—*)(b—y)f(!t) 



n 

i ne changent pas de signe entre les limites de l'intégration, nous pi 

i ; ! j vons appliquer ici les théorèmes 1 et 2 et nous pouvons dire que 

\] racines des équations 



sont réelles, inégales et comprises entre les limites a et 6. 

Les équations qui peuvent servir à la définition des fonctii 
U . V . W sont 

6 



J(y-«)/ , (y)î7 n (y)^ 1 (y)dy = 



a 
6 



J«>-y)f(!/)V n (i,)â n _ ï (y)dy = 



a 
b 



j(!f-a) (b-y) f(y) W n {y)O n _ x {y)dy = Q 



< 



a 



I 



/ 
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A l'égard des fonctions U n , V n , W n nous allons encore dé- 
montrer quelques théorèmes, analogues au théorème 4, qui nous se- 
rons utiles dans la suite. 

Théorème 5. Les intégrales 

' b b 



/wfta* J«»ï5** 



ont des valeurs positives. 
En effet 



rç,(y)==0>) -*-&-«) &>)-•-•. ■*-teSïV , '(«) 



ou 



|£g=l-H(y-«)<?(y) 
6{y) étant une fonction entière de degré n — 1 ; par conséquent 

r»ni^T_ ff» (») _,_ (y-«)»(y) n ,„* 

t 

•t en vertu de l'équation (a) 

b b 



En raisonnant de la même manière, on trouve 



b i 



(O 



lies formules (S) et (e) démontrent le théorème énoncé. 

a* 



*. 



I j 

J : 

« i 
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:i ; 

i 



■i • 

> î! , 
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I , Théorème 6. 

Les intégrales 



b o 

JV(y)(*- y) £$<&, J/W<F-«)Tfc$* 



ont des valeurs positives. 
En effet 

0(y) étant une fonction entière de degré n — 1; par conséquent 



i : et en vertu de l'équation (y) 



b o 



On trouverait de la même manière 



o 

a a 

Les formules (X) et (p.) démontrent le théorème énoncé. 
9. Nous savons que toutes les racines des équations 

9.0 = 0, TT n (*) = 0, I7 n W = 0, V n (*) = 

sont comprises entre les limites a et 6. 

Les théorèmes suivants se rapportent à la distribution mutuelle 
de ces racines. 



' • 



I. 



V 
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Théorème 7. Les racines de- l'équation 

sont séparées par les racines de l'équation 

et réciproquement, les racines de l'équation 

F.W = 
sont séparées par les racines de l'équation 

9 (*) = (*-a)U n (*) = 0. 

En effet, la fonction <?{*) satisfait à la condition 

« 

b 

f(y) <p &)<?»_, (y) <*y = o. 



J' 



Donc, désignant par II(*) une fonction quelconque entière de de- 
gré ^2n, on aura d'après la formule (16) en y changeant n par 
n-*-l 

b t 

t=n-i-l 



n(y)r(y)dy = 2^n(* < ) 



z lf * %9 . . . * n + l étant les racines de l'équation 

9(*) = 



et 



Posant 






n(z)=0(,)û n _ l {*) 
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et remarquant que 



& 

[/•(y)0(î^n-i(y^ 



on aura 



ts=n-4-l 






En faisant ici 



[ -■' o (g)= sa 

h :. "H* » W (*-*à)('-'*-«-l) 

tv : 

3' - ^, j^ étant deux racines consécutives de l'équation y(z) = 0, nous 

: ^ aurons • • 



n _i(**) = 0, pour i différent de k et de k -h 1 . 
La formule (v) se réduira donc à la suivante 



Or les quantités ^j^, ~?^- étant positives, d'après le théo« 



il" - 

I, ;i rème 4 généralisé, il suit de ce qui précède que 

j j t sont de même signe, donc,' en vertu du théorème de Rolle, entre 

deux racines consécutives de l'équation 



?(*) = (* — a)U n (z) = 
se trouve une et une seule racine de l'équation 

ce qui suffit évidemment pour établir le théorème énoncé. 



— 23 — 
Théorème 8. Les racines de l'équation 

<Pn(*) = ° 
sont séparées par les racines de l'équation 

*(*) = (*-<*)(*— b) W n _ t (*) = Q 

m 

et réciproquement, les racines de l'équation 

sont séparées par les racines de 

9.0 = 0. 

La démonstration est tout à fait analogue à la précédente. 
Désignant par Iï(*) une fonction entière de degré < 2n — 1 , 
on a 

b 



n(y)r(y)dy=2^ ) nw i 



z u z t9 . . . z n étant les racines de <p n (*). 

Posant 

Tl(z) = 0(*)â n _ t (z) 

et remarquant que 



b 



ïmnyWn-tWy = J"<r-«> (y- fe ) Ay) ^— i (y)^-.(y) rf y=° 



on aura 



et fusant 



2&$*(*,)*„-,(*,)==o 



fc-, 



J 
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• 



on obtient 



•W>WO = •(**.) ♦.('**.) 



d'où il suit que les nombres 

*(**)?«>*) 6t *(^i)9«(*i^i) 

sont de même signe, ce qui suffit pour démontrer le théorème énoncé. 

10. Nous avons remarqué, que pour calculer les réduites jus- 
qu'au rang n inclusivement dans le développement de l'intégrale 



b 

[f(y)*y 



B-y 
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il suffit de connaître les 2n quantités 



S* a n *!*• • ,a tn— t 



, *i=\f(y)y 4 dy. 



Or, remarquant que 

5 



f (y-«)(&-y)/(y)dy _ T (-y»-H5-«l 



— a) y - ab)/(y) 



y 



dy 



_ — «f» (fr — g) »|— «&«Q 



— q,-»» (6 — o) qg— aboL x 



• • 






n — i 

tu — s ■ • • • 



on voit que les mêmes données suffisent aussi pour calculer les ré- 
duites jusqu'au rang n — 1 inclusivement dans le développement de 
l'intégrale/ 

b 



i 



(y — q)(6-y)/(y)<*y 



i 
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Il suit d'ici que la fonction W n _ x peut être exprimée au moyen 
des fonctions 9^, ?„_!,. . . Ci, ? . P° ur trouver cette expression, 
remarquons que la fonction 

9 (,) = { e -a)(s-b)W n _ l (.*) 

est déterminée à un facteur constant prés par l'équation 

b 

Ay)?(y)0»_ t (y)<*y = o. 



/' 



Or, on aura évidemment une autre solution de la môme équation, 
en posant 

?W = ?„W(^4-59 (| _ l (4 

AttB étant des constantes, donc 

(z-a)(z-b)W n _ l (z) = C.{ 9n (*)(*-*-A)-B 9n _ t (*)\ 

G — désignant aussi une constante. % . 

On détermine les constantes A et B, en faisant z = a, = 6, 
ce qui donne 

a + A — B?*=^ = 



*n(«) 



9n (0) 

ft 9n—i ( a ) fl 9n— 1 W 

j _ 9n f «) 9nW 

• 9 n-i (*0 9n— i («) 

9n ( b ) 9n («) 

5= 6 "° 



9n-i (&) 9 n -l («) 



9n iP) 9 n («) 

D'où l'on déduit 



nr /-\ fi \ 9n\°) 9n V g f J 
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ou d'une manière plus symétrique 

_!_ / ?« =i M _ »»— iW l L. / *»-iW « »»-iM i 

TPfi-i W _ ^ a-fl y n («) Tn(') ) ^1 9niP) 9nW 1 



9nW 



9n(&) *n(«) 



(17) 



Si Ton suppose les coefficients des termes le plus élevés dans 
W n _ x {z) et <p n (z) égaux entre eux, on devra prendre (7=1. 

IL Nous avons remarqué aussi que pour calculer les réduites jus- 
qu'au rang n et le coefficient a n-l _ l dans le développement de l'intégrale 

b 



[ mdy = 



# — 3f a x M-*-b x — 



a, * -+- fc t — 
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a n *-*- & n - 



a n-*-i* 



il suffit de connaître les 2n 
Or, remarquant que 

b 



1 quantités o^, o^,. . . « lll— lf a^. 
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(y — «)/(y) <*y «r- g« 

* — y 8 



B tn— aB în— i 
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on voit que les mêmes données suffisent pour calculer les fonctions 
U n et V n . 

Donc ces fonctions peuvent être exprimées par <p of 9 lf . .9 
et par le coefficient « IM-1 . 

Four trouver ces expressions, remarquons que la fonction 



satisfait à l'équation 



<*>(*) = (* — a)U n {M) 






f(y)^(tf)^ t (y)dy=o. 
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Or, l'expression générale des fonctions entières de degré n -*- 1 , 
satisfaisant à cette équation étant 

4> (y) = A 9^, (y) -+- B ?„ (y) 

= ^ [(«n^- , y "H *W 1) ?• ^ ~ **- . (y)3 * B 9n GO 

= s ^[( a »H.iy- , - )?n(y)- < p«-i(y)]' - 

I 

-4 et C désignant des constantes, on aura 

(^-a)ï7 n (0) = ^[(a f| ^ 1 ^C7)9 fl W~9 fl - 1 (!)] 
Faisant z = a, on aura 

*"•" l 9n («) 

(#-a)l7.(i)=^{9 ll w(^ l . 1 (*-a)-Hag}P) -^, (•)}.(«) 
On trouverait absolument de la môme manière 

(,-6) V n (,)=A l { 9„(*)(« n ^ (#-*)H-afcjJ3)- «Pn-.(*)i-(i») 

Si Ton suppose les coefficients des termes le plus élevés dans 
V n (z) et V n (z) égaux entre eux, il faudra prendre A = A x et les for- 
mules (18) et (19) donneront 



/ 



1 ( <? n -i (a) y w — I (*) ) - 

^n(*) — « — «1 »*»(«) TnW V *-*-' 

F «W~ __!_/ »n-i W q>n-i W \ a 



(20) 
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Chapitre IX, 

Formule d'interpolation par la méthode des moindres c 
rés. Représentation approchée des intégrales définies au mo] 
d'antres, prises entre les mêmes limites. 

1. Nous allons indiquer maintenant quelques applications imi 
diates des formules générales. 

La formule 

b 



i 



fbt)9 m (y)<?n(y) d y=°> m > n • • • v • • • -0 



permet de résoudre immédiatement les deux questions suivantes: 
1) Parmi tous les polynômes entiers de degré n, de- la forme 

0{x) = z n -*-p l x n - l -*-p t z n ~ t -*-. 4 .-*- Pn _ iX -i-p n 



trouver celui, pour lequel l'intégrale 







0*(x)f(z)dz 



f[x) étant positive entre les limites d'intégration, ait la moindre 
leur possible. 






/ 
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Solution. Soient <p (z), <ç x (x) f . . . y n (x) les dénominateurs des ré- 
duites successives de la fraction continue qui provient du développe- 
ment de l'intégrale 

b 



[fto)*y = 
J—9 



«i- 






Nous pouvons disposer des constantes c l9 c v . . . de la sorte que 
les coefficients des termes le plus élevés dans les fonctions <? k (x) 
soient égaux à 1. Le polynôme inconnu pourra être écrit sous la 
forme 

#(*) = ?»(*) -*- A ?n-i ( x ) "+- • • • -+■ A n9o(*)> 



A ï9 A^,. . . A n étant des constantes. 

Les équations de condition du minimum de l'intégrale considérée 
sont 

b 

ij^WfW*- 0, t= 1, 2,. :.»; 



c'est à dire 







(a;)f(*)<te = 0, fc = 0,l,2,...(n— 1) 



En mettant pour ${x) son expression, rangée suivant les fonc- 
tions o k (x), on aura, en vertu de la formule (12) 

b 

A k .\<?*(z)f(z)dx=zO 



ou 



^==0, pour &== 0,1,2,. . .(n— 1). 
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' Donc le polynôme cherché est 
La valeur minimum de l'intégrale 



1> ■ . " » 



J 



(P(a;)f(»)<& 

a 



est égale à 



Ir. » 



?„ a («)A^)^ = c,c 2 .,.c lw . l . 



2) Parmi tous les polynômes entiers & n (x) de degré n, trouver 
i. ;! celui, pour lequel l'intégrale 



6 



[rw[«.w-owp*i 



Q(x) étant une fonction quelconque donnée et f[x) restant positive 
entre les limites d'intégration, ait la moindre valeur possible. 

Solution. Le polynôme cherché peut être représenté sous la forme 



C , <?,,... C7 n désignant des constantes et ? (z), ? x (^),. . . ?„(#) 
i ; ,; étant les mêmes fonctions que dans la question précédente. 

ï ! .',- Les équations de condition du minimum de l'intégrale proposée 

donnent 

b 



jf(x)[0Jz)-Q(x)] 9k (z)dz = O 



4 
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pour h = 0, 1 , 2, ... n, ce qui se réduit aux équations 

b 

a 

en vertu de la formule (12). 
On en déduit 

Jf(x)Q(*)v k (m)dx 

C»= l 7 : 

J /(*)***(*) A* 

a 

et le polynôme cherché est 

*■(*> = 2 ^ »*w < 21 > 

a 

Pette expression du polynôme d'interpolation par la méthode 
des moindres carrés à été donnée par H. Tchébicheff. (Voir Jour- 
nal de Liouville, T. m, 2" i série). 

2. Losqu'une fonction Q(x) est développable en série infinie de la 
forme 

uniformément convergente pour toutes les valeurs de x entre les limi- 
tes a et 6, le coefficient G n du terme général aura la valeur 

f/(x)Q(x)* n {x)dz 
Cn= a -T- (2) 

a 

En effet, multipliant par flx) <f n (x)dx et intégrant entre les limites 
a et 6, la série (1) donne, en vertu de l'équation (12) 

b b 

jf(x)Q{x) 9n (x)dx^G n . jf(x) 9n *(x)dx. 



} 



• 
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La somme de (n-*-l) premiers termes de la série (1) est précise- 
' j ment le polynôme & n (x) qui donne, par rapport à tous les autres 

* - polynômes de môme degré, la moindre valeur possible à l'intégrale 

ri ^m[Q{x)^o n (x)Ydx (3) 



k 
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et représente ainsi le polynôme de degré n le plus rapproché de la fonc- 
tion Q(x), pour les valeurs de x situées entre a et b, si Ton convient 
de prendre pour mesure de l'approximation la valeur de l'intégrale (3). 
<"\* Nous n'avons pas jusqu'à présent de moyens pour assigner, en 

général, les limites de Terreur qu'on commet en remplaçant la valeur 
de la fonction Q(x) par la valeur du polynôme #„(#)> c'est à dire en 
arrêtant la série (1) à un terme déterminé et négligeant la somme 
de tous les termes suivants. 
^ Mais il est très remarquable*), qu'on peut donner l'expression 

précise du terme complémentaire de la série qu'on obtient pour la 
<* | représentation de l'intégrale . % , 

b 

Jf(x)Q t (x)Q t (x)dx.. (4) 

ip ■ a - 

i \- A en multipliant entre elles deux séries de la forme (1) qui représen- 

. tent les fonctions Q,(0), £l 2 (x) et intégrant le produit f[x) Q t (x) Q % (x) 
entre les limites a et b. 

Les propriétés de ce terme complémentaire donnent le moyen 
] j i d'assigner la limite supérieure de la valeur numérique des coefficients 

:j ; de la série (1) et de juger ainsi du degré d'exactitude avec lequel 

! | ; cette série, arrêtée à un terme déterminé, donne la valeur de la fonc- 

j I / tion Q(x). — La forme de la série, représentant l'intégrale (4), s'ob- 

\iî tient en prenant pour point de départ les séries 

> 9 m ■ 



. • 0,(*) = A?o(*)-*-A?i(«)-^----»-^n?»( a; ) 

f O â (z) = B ? (s) -h B l <f t (x) -*- ... -+- B n <p n (z) 



• • • 



• • • 



\ *) Comme Pa montré M. Tchébicheff (Communie, de la soc. math* de Char* 

\ kow 1883 et Mémoires de l'Âçad. de St-Pétersbourg (en russe) 1883. T. XLVH). 
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où 

» 

jf(x)Q i (x)^ k {x)dx 

J7(*)9**(*)*» 

m 

b 

ff(x)Q t (x)* k (*)dx 

B k =—> 

J7(*)9* f (*)<** 



En multipliant ces deux séries et intégrant ensuite le produit 
ftx]Q x (x)ÙJiz) y on aura pour le déyeloppement de 







(x)0 ) (x)dx 



une série, composée de termes de la forme 



b 

1 » • 1/ WY m WY« 



//(«) Û, (x) 9m (*) dx . //(*) Q à (x) ç„ (*) dx 

A*) ?«.(*) ?„(*)<& 



//(*) »m* (*) *» • //(*) 9n* (*) <** 



a 



où m, n reçoivent toutes les valeurs entières de à oo. 

Or 

b 



l 



f(x)* m (*)9n( x ) dx =0 



m \ / Tn 
a 



pour w^n, donc on aura le développement de la forme suivante 
b * * 



_ ». 

«1=0 J/(*)9 m f (*)*» 
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H s'agit maintenant de trouver l'expression du terme complém 
taire R n do cette série, arrêtée au terme qui correspond km = n — 

Nous allons reproduire ici l'analyse, que nous avons corni 
niquée dans une note, insérée dans le Bulletin de MM. Darboui 
HOuel 1883. 

Soient 



■Cj y «C'a )••••£. 



•H-l 



n -#- 1 quantités indépendantes, comprises entre les limites a e 
Posons pour abréger Q x (x) = w, O a (a?) = v, et désignons par 
u v . . . w^p et Vi, v a , . . . v n ^ x les valeurs de u et de v, pour 



£ = £}, # t , . • . % 



*-+>l° 



Introduisons encore les notations suivantes: 



(u) = 






?0. 
«1» 



?0 
». 



• • 



?0 



• • 



ff 



A n-1 (t;) désigne le déterminant qu'on obtient de A ll _ 1 (tt) en y n 
plaçant u par v, t 



n— i 



?0> ?o> • • • ?o 



1 

«7n-,fo«0 = A,,., (u) *„_, (v)][f(x t )dx iy 

J • 1 
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J xn ~ M> désignant le résultat de n -+- 1 intégrations par rapport aux 
variables as,., «,,... x tM _ l , entre les limites a et b; 

(») „ 

Toutes les intégrales que nous aurons à considérer étant prises 
entre les mômes limites, nous nous dispensons d'écrire ces limites. 

Nous allons chercher la formule de réduction de l'intégrale multiple 
J„— fo* v \ o' 08 * * dire l a liaison entre J n _ t (u, v) et /*_,(«*, v); cette 
formule nous donnera la série cherchée avec le terme complémentaire. 

En développant les déterminants A n _ l (u), A f| _ l (t;) suivant les 
éléments de la première ligne, nous aurons 



où -4<, 2*, désignent les déterminants mineurs indépendants de #,. 
Donc 

où la première somme est étendue sur toutes les valeurs de % 

t=l,2,3,...(n-«-l) 



et la seconde sur toutes les combinaisons des valeurs 

t=l, 2, 3,...(n-Hl) 
*=l,2,3,...(tiH-l) 

à l'exception des combinaisons dans lesquelles i = k; le nombre de 
termes de la première somme est n -#- 1 , celui de la seconde est 
n(n-*-l); tous les termes de chacune des sommes s'obtiennent d'un 
seul par la permutation des lettres x iy % 2 , . . . o? nH _ 1 . . 

8* 



/ 
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Multipliant par 



H-4-1 



iia* 



et intégrant (n+1) fois, l'égalité précédente donne, d'après ce qui 
est exposé ci-dessus 



^_,(t»,t;) = (n h- 1)1 ^^(«.K^H A*,)*», 

-*-n(n-*- 1)1 ç^^ç^WA^iII W^* 



•(*) 



où 



* \ 



A= 



?«_,(*»), ?«_,(*•), • • • ?n-t( X ^-i) 



?l(«ï). ?i(*.)> ••• ?iC«Wi) 



?0» 



?0 



?( 



a, 



«> 



■ • • 



« 



n-*-i 



JB, s'obtient de -4, en y remplaçant u par v, 



?_(?|)| ?«_,(««)l • • ?,H-,(Vl) 



2?,= 



?l(*l)> ?l(««), .-• ?1 (»«-,) 



?0» 

•il 



?, 



0» 



• • 



?0 



V„ ... V 



n-t-i 



Le premier terme du second membre de la formule (5) se réduit 
évidemment à 



(* 






(*) /*(«) da; . J" • (i», v). 



= ! 
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Quand au second, on peut évidemment l'écrire sous la forme 
» («M-l )J{ Jv-,C*J B a ffa) dx, . ]?„_,(*,) A, f(xj dx a ) ]J f(x t ) dx t . 



Observant que 



4=(-l) 



N — 1 



?«_ t W, ?n-t(*4)» • • • ?»_,(*^,) 



*,= (-l) B f, 



?o» ?o> • • • ?» 

9 n _.(^)f*f M - t («M.|) 



»(ag 



?, 



0' 



?0 



»(*l) 



©(s) et a{x) étant des fonctions entières de degré n 
à x, et que 



2 par rapport 






?„-i (*») /"(«a) ° (**) dx v= 



?«_!(*!) ffrl) ° (*l) <&i = 0, 



on voit que le second terme du second membre de la formule (5) se 
réduit à 

— n (n -+- 1 ) I u <f n _ l (x) f(x) dx . I v «p^, (*) f(x) dx . J n _^ . 



Donc la formule (5) prend la forme 



U«.») is (»+i)U l 



(•»•). frwf^i 



(«)da? 



» (n -h 1 ) J^, .1 /"(*) « ?„_,(«) dx.l f(x) v ?„_,(«) <te 



I 



I 
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ou 

/ n —i K ») 

»0m.1) /„_,.]/(•) 9*«_i (*) «»» 



. .1 i / w — » K •) //(«) « 9»—! (*) **■$/(*) v 9n—i («) «te /gv 

]. ••/,-. JVn-i <*)/(*) «te * ' 

>i 

4 . 

» ■ 

V 



En faisant ici une supposition particulière sur les fonctions u et 
v, savoir 

u = r = 9 n _ 1 (a?) 

et observant que 

A w . 1 (? n . I ) = 

^ 1 (? n - 1 (^? n . 1 («)) = 



nous aurons 



«Jn-i = * ^n-, • j ? 8 —i (*) A*) <& 



et la formule (6) prend la forme 






En posant ici successivement n égal à 

2, 3,. • .ti 
et observant que 



-j.»w«*- ^^r < - © 



: 
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on obtient définitivement la formule 



m=n 



j .. m * - 2 J j^ l( U<. 



(n -* 1) /„_, 



(9) 



ce qui est précisément la formule de H. Tchébicheff, avec le terme 
complémentaire 

Cette expression du terme complémentaire peut être simplifiée, en 
faisant usage des propriétés connues des déterminants. 

En désignant par A k le coefficient de £* dans l'expression de 
?*(#)> nous pouvons évidemment représenter ?„_!(#) sous la forme 



Pot Pu • • • JPn— s étant des constantes; on pourra donc, en vertu 
d'une propriété connue des déterminants, remplacer les éléments de la 
première ligne 

dans les déterminants A || _ | (u) l A^^r), A l|— t par les quantités 

et en général la ligne 

?k( x \)> ?*(**)•• :9*(*m.i) 
par la ligne 

A k x x f A k x % > . . . A k $ n + l . 
Après cette transformation l'expression de i2 n devient 



p n _t («♦) d»_, (•) n/w *<* 



*»=- s i (H) 



e»-*-i)f2v-in/ta)*« 



• 
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où 



i>_.(«) = 



D. .= 



* — 1 



1, 1, ... 1 



x x , x„ ... x 



#1 | # f | • • • x t 



'l> 



u 



29 
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n-»-i 



tt. 



1, 1, ... 1 



x \i 3*8* • • • ^n 



«A *%, ..- *-' 



âJj | fl?2 , • • . % n 



= (a;,—^) («,— *,) . . .(*„— «,). . .(*„- {r^_,). 



3. Les propriétés du terme complémentaire B n découlent très 
simplement de la formule suivante, concernant; le déterminant 

!>*_» = ^>n-.(°i( a; )) 



c'est à dire 



li l, ... 



1 



x 



ï> 



x t* ••• x n-*-i 



n — i „ n — î 
'1 t x t 



X*' ". X A " * yX 



n— i 



tv+-i 



^»^.)'^n^i^l)--(«n^i^n)r^ 



• g étant un nombre, situé entre les mêmes limites, entre lesquelles se 
trouvent les nombres x lf x %f . . . x n _^ ml . 
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Pour démontrer cette formule, observons qu'elle est vraie pour 
n=l,car 

=0, (ag-O, &)=(*,-*!) û/ (©• 



2>o(ûi(*)) = 



Q x (*,), Q, (x 2 ) 



Il suffit donc, pour établir la généralité de la formule (12), de 
montrer, qu'étant supposée vraie pour une certaine valeur de n, elle 
le sera aussi pour la valeur de n augmentée d'une unité. En partant 
de cette remarque, transformons D n _(Q l (x)) de la manière suivante 



I>n-,(ûl(*)) = 



1, 1. 



• • • 



1 



X 



u 



x t 



s» 



. • . x. 



fi-*-i 



i i »i 



îvo • • • • Su. 



»> 



OlW.ûï^-'-ûlfoM.l) 



s»— x u 



x*— a^, 






• • • 



• • • 



X — ~ fl/i 
*Vt-i-i * 



a* 



n-Hi 



% 



2 



ft 






* • • • ^, 



n-#-i 



1 — x*~> 



O, (» 9 ) - ^ (* x ), O, (a;,) - O, (a;,), . . . Q, (x^) — O,^) 

Divisant les éléments de la première colonne par a, — x lt de la 
deuxième par x, — x x , etc., on aura 



A.-i (Q t (*)) 



(«,— *,) («,— »,). . .(««-M — «i) 



1. 



x a -+- x x , 



• • • 



• • • 



1 



X 



n-*-i 



«i 



•^i*i 



••• 



m * mX l 



% • *X, 



•# • 
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Donc, l'expression (1 4) de R n prend définitivement la forme 

**" * rgatf °« (W) ^or(n) (1 

L «te» J 

S et t) désignant deux nombres compris entre a et 6. 

Cette expression de R n met en évidence les deux propriétés q 
suivent: 

1) La valeur numérique de R n ne surpasse pas le nombre 

J9n* (*)/(*)<** 

LcW 1 J 

M x et 3f 9 étant les plus grandes valeurs absolues des dérivées 

d*u éPv 
dx n 9 dx n 

pour les valeurs de x comprises entre a et b. 

2) Si les dérivées ^) p ne changent pas de signe entre a et 
R n aura le môme signe que le produit 

d n u d n v 
dx n ' dx n ' 

' 4. En fusant u = G(#), v = <p n (#) dans la formule (9), on au 





jf(x) Q (x) 9n (x) dx = R, 



b 



donc en vertu des propriétés de R n , on pourra dire, que la valeur n 
mérique du coefficient 

jf(x)Q(x)* n (x)dx 
Cn=~b 



» ri a 
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dans le développement de Q(x) 



ne surpasse pas le nombre 



• • • 



M, 



lafli l t f*»At 



M x étant la plus grande valeur absolue de Q {n \x) entre les limites 
a et b et J^ le coefficient de & n dans l'expression de <ç n (x) et si 
ù {n \x) ne change pas de signe entre ces limites, son signe sera aussi 
celui de C n . 

En faisant n = 1, f(x) = 1, a = 0, 6=1, dans la formule 

(9), on aura 

îii 



J-*-J-i;J-.** 





où 

1 1 



*-»//*% 



oo 

d'où découle immédiatement le théorème suivant de H. Tchébi- 
cheff, démontre d'une manière très élégante par H. Korkine dans 
les Comptes rendus T. XCVI: 

Si les fonctions u et v sont simultanément croissantes ou dé- 
croissantes entre les limites et 1 de la variable, on aura 



î î î 

udx.\ vdx 
o oo 



i i 

ut*fo> h 



et 

î î î 



L* < U.U 





* 

dans le cas contraire. 
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Plus généralement, ou tire de la formule (8) 

b b b b 

\f(x)dx. \f(x)ut>dx — \f{x)udx. \f{x\vdx 



a 
bb 



= ï I j (*.— *i) (*«— *l) A*l) ffc) ^1 ^2 



a a 



la conséquence suivante: 

6 b b b 

\f(x) dx . \f(x) uvdx> lu f(x)dx . \v f(x) dx 



v v quand ^-$,>0 pour a<a?<6 



dœ dx 

b b b b 

et f(x)dx. f(x)uvdx < uf(x)dx. vf(x)dx 



quand ^-^ < 0, pour a < x < 6, /'(a?) étant une fonction que 

conque, positive entre les limites à et b. 

On aura par exemple, en faisant ** 



observant que 



et désignant par a, l'intégrale 

b 

\x 4 f(x)dx 



a 
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l'inégalité suivante 



*o *%>***-!**-* 



En faisant a = 0, u = x\ v = x m f remplaçant f(x) par #*£($), 
f x (x) restant positive entre et 6, et désignant 





«i-JW. 



(o?)(to 9 



on aura 



a*a,.. f _ >cu . ,a 



>k*k+4+m 



k-t-i^k-t-m 







\-> 



_ « » 



i 



r 



Oliapitre III. 

Sor les fonctions, analogues aui fonctions de Legendre. 

Après avoir exposé les propriétés générales des fonctions 
proviennent du développement en fraction continue de l'intégrale 

b 

j —y 



■ m 






< 

ê 
». 

'4 

<* 



indépendentes de la forme de la fonction f(y), nous allons mainten 
nous arrêter sur la considération des propriétés spéciales des fo 
tions, correspondantes au cas particulier 

/'(y) = (i-*-y) a ~ 1 (i-y)^ 1 , 

a = — 1, 6 = -t- 1, en supposant les paramètres a et p > 0. 
Le dénominateur de la n"* réduite dans le développement de l'ir 
grale 



- 1 (i -y)^- 1 ty 
y 



— î 



en fraction continue de la forme 



4 



e 



«I — 






*•' 



ï 



; 



m 
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g. — étaut linéaires par rapport à z, m est une fonction entière de z 
de degré n, que nous désignerons par T n (z) ou simplement par T n , 
en supposant le coefficient de *" dans son expression égal à l'unité. 
Les fonctions T , T l9 T %r . . T n - . . sont connues sous le nom 
de fonctions analogues aux fonctions de Legendre ou de polynômes 
de Jacobi, qui les a considéré le premier dans son mémoire sur la 
série hypergéometrique, inséré dans le T. III de ses Oeuvres com- 
plètes, (éd. 1871) et dans le LVI tome du Journal de Crelle. Nous 
allons voir, que les propriétés principales des fonctions T n peuvent 
être obtenues facilement, sans qu'il soit nécessaire de recourir à la 
théorie des séries hypergéométriques. 

1. L'équation de définition des fonctions T n est 



î 

(1 +*)*->(! -*f->T n O n _ x dB = 0. (1) 

— î 



\> 



â n x désignant comme toujours une fonction entière arbitraire de 
degré <n — 1 et l'équation (1) tenant lieu d'un système de n équa- 
tions distinctes, qu'on obtient en remplaçant O n x par n fonctions 
entières indépendentes, par exemple par 1, *, s 8 , . . . js*"" 1 . Conve- 
nons de désigner par T n (1) la fonction qu'on obtient en remplaçant 
a et p par a -*- 1, -*- 1 dans l'expression de T n et plus générale- 
ment par T n (m) — celle qu'on obtient en y remplaçant a, par a -+- m, 

P -4- Ifl. 

La fonction T (1) est définie par l'équation 



î 
(1 ^)« ( i _ MfTUâ^ii^O .(2) 

Cela posé, on à la relation 



/« 



*Tn = nT W 



En effet, 6n posant dans l'équation (1) 



-1 



■ 1 



4 
1 



. I 



-4 

I 
i 

1 
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et intégrant par parties, on aura 

J(i-«r(i-*/r„S|=i*- 

— i 



ou 



j 



1 . 



(i-*-*r(i 



' de w — i 



f(l -*) 8 - l (l -^- , r,,(a-P-(a-HP)0)<? w _ t ^ = fl 

— 1 

Or, (a — p — (*-*-P)*)0 n _ % étant de degré <n— 1, la 
conde intégrale est nulle et l'équation précédente se réduit à 



/ 



— 1 



En comparant cette équation avec (2), on aura sur le champ 

la constante G se détermine d'après la convention sur le coeffici 
de B n dans T n , qui donne G= n, donc 



*— «. 



2. La fonction T satisfait à l'équation différentielle 



&v . /_ a . . /^ . o\ -\ <*y 



0-*) j* -«-(«— »-(»-»-»»)Z-»-»(«-«-».-i-»-l)»«= 

4 



i 
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En effet, en posant dans l'équation (3) = ^T 1 e * m ^' 



ds 

grant par parties, on aura 



î 



Jé{0 H-l)'(l + l)^]^> = 



— 1 

OU 



Jo^r-^i-^ 



— i 



d'où, en vertu de l'équation (1), on voit que la fonction entière de 
degré n 

^-^-(«-^-(«-♦-P)*)^ ...•••(4) 



ne diffère de T n que par un facteur constant et comme le coefficient 
de *" dans l'expression (4) est égal à 

— n(n — 1 ) — n(a-«-p) == — n(a-f-p-f-n — 1), 



(1 -*)*£?-<-(«-?-(«-*-?)')*£ 



on. aura 



+ n( n-l-*-« + fi)T n =0.... (II) 

ce q. f. d. 

Le procédé élégant exposé ci dessus de la déduction de cette équa- 
tion différentielle appartient à M. Markoff. 

3. lia fonction T peut être représentée par la formule suivante % 



(— iy»(i-i-<)'— «p— *)'~ P <%!-*»)►+•*— «fl-*)P' w> ~ 1 j 

(•-«-§■«»— i)(«-i-p^i—aM«-^P-*-2»— a) * Si* 

4* 



..(III) 



. % 



I 

4 
"*1 



J 



! 
| 

t 

7 

J 

9 

i 

j 
.1 

i 

1 

i 
i 

} 

I 

4 



« 

! 
J 



t 
l 

» 

i 
j 



« 
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En effet, l'équation II peut être mise sous la forme 



j _n(«H- P H-n- 1)(1 H-tf-O - *) p - l T, 



d'où l'on déduit 

# 



•(«+J«- 1)J(1 -'^(l -*f-*T m âÊ . .(5) 



— i 



Or 



! <*2V .. m a) 






donc 



(iH-iro-â/T^-. 



_( a ^.p^. n _ i)f(i ^^)«— *(! — ^)P- l T n cfc. 



— i 
, En intégrant encore une fois, on aura 



M 



— i 

* # 



_ (a+?H .»-i)|f(i + ,)-! ( i_,f->r,(tf..(6) 

—î—i 

D'autre part, en remplaçant a, (3, n respectivement par a -h 1, 
p -h 1, n — 1, la formule (5) donnera 

(1 -h !)•-"(! -^^Sgiîî^ 






— i 
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Or 



dt 



=<•-- !)*£.. 



donc, eu vertu des équations (6) et (7) on aura 

(1 h- *)«-■ (1 — ëf+* 2^,*= 



M M 



{a + ? + n -.l ){ a-*-p-n) f [(!*#)— l (l-#)P- 1 r il ^. 



— 1 -1 



En continuant ce procédé, et remarquant que T {n) = 1 , on aura 
enfin la formule 

8 9 M 

(-l) tt (o-*-p-*-w-l). . .(€^ft-2n-2)| f . . . \(l+z) a -\l-M)^ l T n dB n 

— î —î —î 
ou 

( i^)«-i(i_*)e-iT ç=a 

(-1)* d« {(1 -»-f)«-»-n-i (1 — g jfr*-«— i } 

(a-t-p-f-w — l)...(a-f-p-»-2n — 2) <*#* 

ce qui est précisément la formule annoncée. 

4. Cette formule donne le moyen le plus simple de calculer l'inté- 
grale 



w 



i 

(\-*-*)— l (l—Mf- l T n *d*. 
— î 



En posant pour abréger 



HJ£ ——A 

(a + p.*- n — l). . .(a +- 0-*- 2n — 2) ^n 

■ » * 

(1 -t-Mf~— 1 (\ —4if*—*=U n 



V 



I 
« 

I 






1 



1 i 
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on aura 



-4-1 -f-1 



— 1 -1 



En intégrant par parties, on aura, en vertu de (I), 



+ i -*-i 

— 1 —1 



En continuant ce procédé, on aura successivement 



i 



>. — -^fe^».* 



— i 
-f-i 



=n(n-l)J B J^^T^,^ 



— 1 



Or 



= (-l)>-l),JJ n Lj> 

— 1 

TU") i 

-f-1 -*-l 

L^ = f(i -i- ,)«-*-* (i _^m^-i^ 

— 1 —1 

_ 2*+-ft-»-»»-* r (a -4- tt) r » -»• n) 



T(« -#-£-•- 2n) 



•• » 



/ 

y 
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Donc 



J n = f(l -h ,)—' (1 - tf-* T*d, 



— 1 



_ 2»-^-P-*-« i| - | r(w»-i)r(a-^fi)r(p-f-w) 

(a-*- p-t-n — 1). . .(a-t- p-*- 2* — 2) T(a-H ? -^ 2n) 



(IV) 



5. En comparant cette formule (IV) avec la formule (7) du cha- 
pitre (I), on aura l'expression générale du coefficient c IM-l dans le dé- 
veloppement de l'intégrale 



/ 



en fraction continue. 

En effet, la formule (7) du ch. I, donnant 

on a 



c n-*-\ — j t 



n — 1 



et, d'après la formule (IV) on a 

_ J» _ 2».n(a^fi-l)(p^n-l)(a-f-p^n-2) , ft v 

Cette formule donne les valeurs de c„ c,, c 4 ,. . . ; quand à c lf on 
aura sa valeur, en remarquant que c x est le coefficient de j dans le 
développement de l'intégrale 



,.., d ? 



— i 



j 



t 

^1 



i 



-1 



■)■ 

r 
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suivant le? puissances décroissantes de *; donc 



1 



4-Jd -irt-'U -yf-'dy- a**»- ff^v • < 9 > 



— 1 



6* Pour avoir l'expression générale du quotient incomplet <?„, 
il suffit de remarquer que les trois fonctions T n9 T n __ XJ T n __ t étant 
liées, comme cela suit de leur définition, par la relation 

T= q n T n _- c n T n _ t% 



f 



■| *n F«~ A «-i 



la fonction q n s'obtient comme le quotient entier dans la division de 
T n par T n _ l . Pour calculer ce quotient il suffit de connaître les deux 
premiers termes dans l'expression de 



i m m . n .*— 1 



T=f-+- Pn z*- 1 -*- (10) 



rangée suivant les puissances décroissantes de z et qui se détermi- 
nent aisément à l'aide de l'équation (II). En mettant pour T n son 
expression (10) dans l'équation II, et égalant à zéro le coefficient de 



**- 


"', on aura 


' 








Pn = 


-«H-P-*. 


-P) 

2* — 


2 # 




On aura de même 


* • 


I 




•■ 


*U=V 


-'-!>«- 




—2 


où 




— 








P«* 




l)(a- 


-4) 



et 

i 

j a=z-t-o—t> —e (*-B)(«-*-p-2) f< |v 

, *» *^^n J*»— i - *- (et-«-p-+-2i»-2)(«-*-B-*-2i» — ^V 11 ' 

I 

« 

4 

7. L'expression (III) de la fonction T n va nous fournir aussi 
l'expression de la fonction génératrice des fonctions C n T n , G n étant 
une constante. : - 
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La série de Lagrango donne, en faisant 

?(y) — 9W-+- 2à i.*... n — a*=ï 
d'où, en différentiant par rapport à e, 

Posant 



nous aurons 



„_„ *(i-y») i-^i-2**--fc» 



et la formule précédente devient 



*«-♦-?-* /l-2*#-*-*« 



_ X 1 (— *)» *» d* <(1 + #f- 4 - ,t ~ l (1 — *)?-*-«— * } 



^£j 1.2. ..i 



OU 



La formule (Y) donne le moyen le plus simple pour calculer les 
valeurs de T n (z) pour z = -+- 1, et z = — 1; en posant z = -+- 1, 
la formule précédente donne 

(1_A) '_ ^h 2 »i.2...n : Air*" 1 ) 



i ■ 



4 

N 



/ 



1 



/ 



/ / 



I 



i ♦ 



l- 



\: 
« - 



* / 



i ■ 



î 
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Donc 



T(+l)=2 i 



p(p*l)...(p-^n-l) 



(a •«- P -*- n — 1). . .(« -*- p -»- 2n — 3) 



(12 



On trouvera de la môme manière 

m , n _ (-l)»2»a(a-»-l)...(tt--ti-l) 
■*f|V X J — (a-*-p-t-w— l)...(a-i-p-*-2n — 2) 



(13 



Remarquons encore que si Ton fait a = = 1 , la formule 
donnera 

n 



1 X? (n-+-l)(n-*-2) 

TZ^SJTP <*£ 2 ll 1.2...i 



T n .K 

fi 



2 1.8.5...(2n — 1) 
1.2. ..n 



W, 



ce qui montre que pour et = = 1 , la fonction 1 - 8 - 6 -;( 2 "-- 1 > t ej 

égale à la fonction X^ de Légendre, définie, comme on sait, par 1 
formule 



1 =2*"-*T 



8. Expression du discriminant et de quelques autres fonction 
symmétriques de V équation T n (z) = 0, en fonction de net des para 
mètres a, p. 

En désignant par x l} x % , ... x n les racines de l'équatio 
TJm) = 0, et posant 



5|= X± -+- X f -f- • • . 



X. 



I " 



■^ 



nous allons rechercher les valeurs des déterminants 



î - 



» î 



r . 



i • 
i 





*01 *!!••• **_i 


v= 


*1 ? **!••• ** 






• 


**_|7 V 1 ' •*!*— î 



& désignant l'un des nombres 1,2,. . . (n — 1), n. 
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La dernière de ces quantités 



*.- 



$0 1 5|j • • • 5, 



*lî **!• • • *n 



ft 



5 ' ,. • .5 



» M n 



I 



est égale au discriminant 

n (x 4 — X^= (x x — xj* (x x — xf . . , (x n _— xj 

de cette équation. 

Remarquons dans ce but, que si X est une fonction entière de 
degré n, X { — sa dérivée et X 8f X t9 . . . X n les fonctions de 
Sturm, qu'on calcule d'après les relations 

X=QX,-X„ X^X,-*,,. • ^n-r«n-^n^n <*3) 

Q$ Q\>*- (?„_, étant linéaires dans le cas général, on aura, 
d'après un théorème de M. Sylvester et Borchardt, en désignant 
par A k le coefficient du terme le plus élevé dans X k et par x x , 
x„. . . x k les racines de l'équation X= 0, 

• ■ 

A* A*. . . A*^ X 4 - 2 fa- *,)». . . (a^ - x k f . (*-%„). • • (*-*!•) 



d'où il suit que 




*0f *lf • • S k~l 


' A *= 


*l> *2>* * * &k 




**— 1* 8 k1* * ' 5 1*— 1 



= 2 fo— *,)■.. . (x k _ l — s 4 )» 



— -4x ^Jj ; . . ^ ^j ^ 



(14) 



(Voir &rrtf, Cours d'algère supérieure T. I t pag. 570 et sui- 
vantes). 



*. 



► I 



I 

1 

I 

1 

4 



» : 






F 
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On voit donc que pour calculer ces fonctions symétriques des 
racines de l'équation X = 0, on n'a qu'à calculer les coefficients A x , 
A 2) . . . A n dans les relations (13), ou ce qui revient au même, de 

/ développer en fraction continue la dérivée logarithmique de X. 

I : Passant à notre cas, nous aurons 



-■ > 



1 f - 






i : 



t 

i i 



1 i ■■ 



I 



ï 

J 



I 

I f 

> : . 
■t ■ 



. « 



t 

* 






/ 



j 



i 

J 



X-T.,X 1 -Sgi-»2^; 



divisant T n par nT:_ ., nous obtenons 



fi — i 



I 

J3 étant une fonction entière de degré n — 2 et Ç linéaire. Met- 
' ! ..; tant cette valeur de T dans la formule (1), en y faisant 



on obtient 



i 



— i 



m; 

j . ou, remarquant que 



f(l -+-*)"(! — «/(nÇTJÎ!.,-»- fl) #,_<** = 



i 



f(l-*)«(l -*fTÏL l .Q0 n _ t dB = O t 



— 1 



on aura 



i 



J(i-*ni-*fnâ n _ t d0=Q 



— i 



d'où il suit que 



! ! n __ a /fiU> 



^=4C. 



: 
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A étant une constante. Donc on aura la relation 

T m ~Q*TZr-*lZ* (W) 

Pour déterminer la constante A, multiplions les deux membres par 

{l-*-z)*(l—zfï^dz 

et intégrons entre les limites — 1 et -«- 1; nous aurons 

î 

^zf^il—zf^T^l—^T^dz 
— î 



;• 



» ■ 



-[(î+^ra-^^iigr^di 



— 1 



A J (1 •+- g) m (1 — zf [T^_ J 8 dz. 



— 1 



En remarquant que les coefficients des termes le plus' élevés dans 
les fonctions J |Jk (m) sont égaux à l'unité, on aura 



î 



Jd +*)*~ l 0-*?- l T n .(l-*')TZ % d* 



— î 



= —l(l-*-Mf- l (l—Mf- l T n *dM 



— 1 
1 



f(l -*-*)*(! — *f T^nQ T^di = 



— î 



= f(l -*-*)* (1 - zf[T^dz; 



— î 



N 



I 
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! î: 



"9 » 



-i 



1 , 

i ' 

. . • 

i 

» I 

f 



► 



i' t 
I 



i 



i 
» 

1. 
4— • 

J 



r 



t 

4 ■ 



t 



t 



• > 



i « 

m 

• 

• 



• 



i 



}i 









calculant toutes ces intégrales au moyen de la formule (IV), on ob- 
tient après des réductions faciles 

À 4(ti-l) (a-+-»-l)(?-*-ti-l) 

* a ™— («.♦.p.f-aii — 8)(a-*-p-*-an — »)■• 



I /. Ainsi, nous ayons dans notre cas la relation 



où 
J / X=T n ,X l =^ = nT 1 (l) 



y _ 7 T (l) Z — 4(n-l)(tt-t-n-l)(P-*-n — 1) ,jj x 

«** — 'a^n— 1> *«— (a-*-p-i-2n-.8)(a-*.p-*-2n — 2)» - 'l 1 **/ 



i J . / En suite, en remplaçant dans la relation 



a et p par a-*-l, 0-t-l, n par n — k, on aura, en faisant usage de 
la formule (8) 

' rpd) „<!) mU> ; T 0) 

OÙ 

7 4(n— *-*-!) (a-+-tt— E-+-1) (ft-*-w— fc-i-1) («H-ft-t-n— fc-+-l) * j ^ . x 

'* (a-+-§-«-2fi— 2*-*-l) (a-t-p-*-2n-2*-»-2) t (a-H{i-4-2n— 2*-f-3) • • \ * * D J 

pour ft>3. n 

Nous pouvons donc écrire le système suivant de relations 

rp _ — Q rpQ) i m(l) 

^n-i=2n-i r n-f— 's^i 



i 

■ I -î ■ . K \ (i5) 

! ; ■ . 2' f »_*^,=? w _»+,2 i n _/M.i— ** T * 



T 9 < 1 )= g> <" T/ 1 '— J n T (1 > 



i -• . 
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Multiplions, en posant l x = n, les équations du système (15) re- 
spectivement par 

1| ht '11 'r§> 'Ai *i*Ai VA* • • • 

Le système (1 5) prendra alors évidemment la forme du système 
(13) et nous aurons 

en générai; 

X k = l l l,...l k TZ à , * — impair . 

X k = l t l t ...l k TZ*, *-!*" 
Donc, on aura 

• A k = l x l t . . l k dans le premier cas 
et 

A k — l 2 l 4 . . . / à dans le second, 

d'où il suit, dans l'un et l'autre cas 

A l % Af...A* k __ l A k =à k =l l l % ...***_!**, 

les quantités l à . . . l k étant données par les formules (14 a), (14 b) et 

Four k = n, on aura la valeur du discriminant de la fonction T 



2*< <> --*>a».3»..Ji w (a-HlX«^2)».(tt-Hn--l)*--->(^»-lXM-2) > ..(M^— Vf- ta o\ 
' (M-P-+-H— 1)*— » (a-*-p-4-n)*. . .(a-*-p-*-2n— a) 1 *— » V*GJ 



9, Le résultat précédent, ainsi que le théorème suivant ont été 
énoncés par M. Stieltyes (Voir Comptes rendus 1885). * 
Théorème. La fonction de n variables indépendantes % 

0(x lf z tf . :.xj = (\ -t-sj*. . .(1 +x n ir{l-*f- . -a— *J& n 



où A,, = U(x i — Zif, a et p > et x l t % %y . . . x n restant entre les 
limites — 1 et -*- l f atteint sa valeur maximum quand x l> x %} . . ; 
x n deviennent égales aux racines de l'équation 

2» = 0. 
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Démonstration. 

Les équations qui déterminent les valeurs de #,, £ 89 . . . # n , 
correspondant au maximum de <P, peuvent être écrites sous la forme 



i • 

t :• 



dxi àxt 



i s ^ pour k= 1, 2, 3 f . . . n. 

.! î -Or 



• • • 



lg(P = a[lg(l-i.a: l )-*-...-*-lg(l-*-^ fl )]-»-P[lg(l-*-flî) 
Donc, on aura 

! ; « P . àlgâ n n 

!;,? (i_ % i)«JtJi H .[«_p_(«^ w ^] I .o,....(l7) 



w 

Posant 

9 (*) = (* — x t ) (s — a^) ...(* — «J 



nous aurons 



c'est à dire 







et faisant z = x v on aura 



Donc 



et l'équation (1 7) donnera 
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pour fc = 1 , 2, . . . n, d'où il suit que la fonction entière de degré n 

(l— /)9 Jf (#)-f.(a-|l-(«-f.|0f)» / W 

ne diffère de <?{z) que par un facteur constant. En comparant les coeffi- 
cients du terme en z n ~~\ on trouve pour ce facteur la valeur 
— n(a -*- p -#- n — 1) et on aura pour déterminer la fonction <p(#) 
l'équation différentielle 

(1 — **) <p" (*)-*-(«— P — (a-*-P)*) 9 (a)-+-n (a-4-0-#-n— 1 ) <p(*)=0 , 

identique à celle qui détermine la fonction T n (a). Remarquant enfin 
que deux solutions entières de cette équation ne peuvent différer que 
par un facteur constant, nous trouverons 

?(*) = *>) 

ee qui achève la démonstration du théorème. 

Four avoir la valeur même du maximum de <P, remarquons que 
pour ?(*) = T w (*), d'après les formules (12), (13) et (16), on aura 

Mix.^[(l^)(l^ 



_ ofi ( «^^i-ii-i) T[ f f (>+r-lp-*-i' (^-pP-t-r-! 



I • 

1 • 

I • 

I h 

I * 
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Chapitre IV. 

Calcul approximatif des intégrales. 

1, Soit Q(x) une fonction quelconque de x, développable suivant 
les puissances ascendantes de la variable, pour toutes les valeurs 
comprises entre les limites a et b 



Q(x) = a -4- a x x 



• • • 



a 



tn — i 



a^-'n. a * w 



'tn m 



9 • 



Désignons par &(x) l'ensemble des termes de degré £ 2n — 1 ; 



Q{x) = 0{x)^a w x w ^a t ^ l x^ i 



• • • 



Soit encore f(x) une fonction donnée, restant positive entre les 
limites a et b; multipliant les deux membres de l'égalité précédente 
par f(x)dx et intégrant, nous aurons 



jf(x) O (x) dx =jf(x) 0{x) dx h- a M J; 



b 
oï n d% 



• • • 



Désignant par ^~ la n n * réduite dans le développement de l'in- 
tégrale 






1 



■ « 
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en fraction continue, par *,, z tt . . .z n les racines de ?„(«) et appli- 
quant à l'intégrale du second membre la formule (14) ch. I, on ob- 
tient 



ou, remarquant que 

<P(*,) = 0(*,)— ^*/"- 

on aura la formule 



• • • 



ffWOW&-2*jgoC? < )H-s l t-».«u*. 

J a=l 



c, t x , . , . étant des quantités, indépendantes de la forme de Q(x) et 
qui peuvent être calculées à priori. 
Donc, on peut dire que la formule 



b 



if(x)Q(x)dx= 2&£)°W (0 



•=1 

a 



exacte, quand Q(x) est un polynôme de degré < 2n — 1 , donne une 
valeur approximative de l'intégrale 



/ 



b 

f(x)Q(x)dx 



dans tous les autres cas et que la correction, c'est à dire la quantité 
qu'il faut ajouter à 

. SfeS«>w 



tel 



6* 



:i 

M 

.» 
I 

i 

Ni 






• 



fr 



i. 
, i 



» I 



!i 
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pour obtenir la valeur exacte de l'intégrale est une fonction linéaire 
î des coefficients a^ , o w+1 , . • • dans le développement 



û (a?) = a -*- a^ -4- a 8 a?-4- . . -♦- a^s**-*- . . . ; 



i j les facteurs, qui multiplient ces coefficients peuvent être calculés 

► <* d'avance à l'aide des formules 












et de cette manière on peut se rendre compte de la grandeur de l'er- 
reur qu'on commet en prenant pour la valeur de l'intégrale 



-i » 



f(x)Q(x)dx 



la valeur de la somme 






Mais nous verrons dans la suite qu'on peut assigner deux limites 
/ entre lesquelles cette erreur est comprise, ce qui est très important 

dans les applications. 

2. Avant d'aborder cette question, arrêtons nous sur quelques 
cas particuliers de la formule (1) remarquables à cause de leur sim- 
'* plicitê. 
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a) Posons dans la formule générale 



I 



/(y) *y 

s — y 



^)=7ï=^' a 1.»— -1 



nous aurons 



I dy n * 



— î 



î î 



2# — (# — •#*— 1) ~ 1 



SU — 



2#— 



Il est facile de voir qu'en posant z = Gos o>, on a 

ç n (0) = Cos no. 

. En effet, cette fonction vérifie les équations de définition 

■ 

JyTTëlntolt**** ' P^r i = 0, 1, 2,. . .(*— 1) 



— 1 



» 



ou 



K 



' I ?n(^ 08 °) • COS* O (ÎO = 







car 



Cos no Gos* o d<o = 0, pour ♦ < n. 







il 

1 
i 

} 
i 



l: 
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Les racines de l'équation 



9 (*) = Cosno = 



sont données par la formule 



*,= Cos — 5~-it, $=l,2,...n. 



2m 



r 

ê , 



r 



2t— 1 



Posant pour abréger -^j- te = a, on aura 



•n' 



iM_f 9n(y) <fr _ 8ina j Cos mm 

>'(*«) J (*—*<) *n'(*<) V 1 - y* m 8in moJ Cos « — 



Mtftcftt 

Cos a 



— 1 



» 
• # 

.4 



Or 



Sin a I Cos ni* — Cos Ma 



J 1 



» Sin net I Cos m — Cos a 




do. 



Cos mm — Cos Ma 
Cos « — Cos a 

Sin na -t- 2 Cos o Sin (n — 1 ) a h 
Donc 



Sina = 



i ■ 



• « 



2Cos(n— 1) eu Sin a. 



< 
1 



i : 
.i 

K 

/■ ' 
/♦ / 



+»&)=_!_ fsi 



Sinna.£fo>= £ 



v 

-i 



i 



Nous ayons ainsi la formule 






,_Co 8 H^i w . 
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Les quantités ~£& sont indépendantes de z { dans ce cas ; cette 

propriété est caractéristique pour la fonction f(y) et n'est remplie que 
pour 



YT—Y 



es limites de l'intégrale étant — 1 et -#- 1. 

(Y. ma note sur les quadratures. Nouvelles annales de math. 
1876). 

b) Posant 



f{y) = yï— 7 



on a 



-4-1 



— 1 



2f- 



• -«-Vf*-1 



2# — 



2# — 



2f — 



* 



Faisant z = Gos o, nous aurons 
comme il est aisé de vérifier; en effet 



h 



tf9n{y)o n ^xly)dy 



— 1; 



1C 

= fsino.Si 



Sin (n h- 1 ) o n _ t (Cos o) do 



= 1 1 Cos no e n _ x (Cos o) rfoi— J Cos (n-f-2) o^ || _ l (Coso)do=0. 
. o ' o 

Les racines de l'équation ç n (*) = sont données par la formule 

z i —CoB~ ïf i=l f 2 f ..ini 



* . 



> 



* 
t 

i 1 

I 

* ■ 

4 

t 
I 

» ' 



t 
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posant ^j = a, on aura 



[mù_ f 8in» a 
[$i) J(n-*-l)Co§<* 



ihljîi) — 1 8in> * 8in (* "*" *) * Sin « — Sin (n -♦- 1) ta Sin n , 

9 n '(*i) J(n-*-l)Co§te # Cobm — Casa 



-î^feSl)- 



Nous ayons ainsi la formule 



î 

t=it 



J(P(a;)yT^^(te = ^ 1 2(l-O^K) ( fî ) 



-i - 1 



* <= = Cos 



t* 



n-*-l 



donnant, comme la précédente un résultat exact, quand <${z) est un 
polynôme de degré < 2* — 1 . 
c) Posant 



«»-ifeî. 



on a 



-4- 1 

2# — 



. 2im-1 
8in— g— » 

9 n W = — > P° ur * = Cos O 

Sin -- 
• 2 

^= Cos 



2n-*-l 






c 
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1 



— 1 



•==n 



^•W^-i^r^O 



2n-*-l 



i=l 



»<-<»&■ 



»i)*W (C) 



i 

». 



U 



3. Passant maintenant à la recherche des limites de Terreur 
dans la formule générale des quadratures (1), nous allons nous 
fonder sur une formule très remarquable de H. Hermite, donnée par 
lui dans une lettre, adressée à 6 or char dt et insérée dans le T. 84 
du Journal de Borchardt. 

La formule d'interpolation de Lagrange donne l'expression d'un 
polynôme entier de degré n — 1 dont les valeurs pour n valeurs parti- 
culières de la variable sont égales aux valeurs correspondantes d'une 
fonction donnée. On peut se proposer, plus généralement, de déter- 
miner un polynôme entier 0{x) de degré a -t- p -#- y -*- • • . -i-X— 1, 
qui satisfasse aux a -t- h — . -+- X conditions suivantes 



O)(a 1 )=0(a 1 ), 0'(a l ) = Q'(a l ),.. . 0^\aj = Ot™ M 
(a % ) = Q (a,), & (a 2 ) = Q' (a 9 ), . . . **-» (aj = O*"» (4) 

0(a f| )=O(a n ), 0'(a n )=Q'(a n \. . .& x ~ l >(aJ=Q*- l >(a n ) 

Q(x) étant une fonction donnée, et a lf a,, . . . a n les valeurs particu- 
lières de la variable, ou autrement, de construire une courbe para- 
bolique 

y=i0(x) 

qui ait avec la courbe donnée 

un contact d'ordre a — 1 au point a l9 d'ordre — 1 au point a 3 , etc. 
La question est évidemment déterminée et la formule de 
M. Hermite donne l'expression de la différence 



v 






r. 

s 

V 



Q(x) — 0(x) 



I 



- I 



4 

J 



- ! 



i 

I 



' i 
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sous une forme très propre pour la détermination des limites de Ter- 
reur qu'on commet en remplaçant la fonction Q{x) par le polynôme 
0(x) dans le calcul approximatif de l'intégrale 





* lf{x)Q(x)0(x)dx 



et nous verrons que la formule (1) n'est qu'un cas particulier des 
formules qu'on obtient par cette voie. 

La formule de H. Hermite s'écrit comme il suit 

o(*)-<P(*)= r(g) ff! wj dt^dt^ . . . J o<» odt t . (2) 



où 

i • 



« = (x — ajti-*- (a,— a,)V+- . . . -*- (a n _, :— aJ^-4- a n 

o « &- tfr x {tr-'t$- x . . .(1 -t n f-> 

<t = a -+- P -+- . • • t*- X. 

Nous allons vérifier cette formule, en effectuant les intégrations 
du second membre. 

Intégrant par parties, on obtient 



j t t t t 



Jo<>)(^^ 







où 



. N 



» 
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En poursuivant le même procédé, on trouve 



X — 0| 



jo<>)(« 1 -< 1 ) a ~ , <«i = 



(—!)<,«-» Q< g -«) (g) 
(* - a,)» 



OÙ 



(g— l)(a— 2). ■ .2. . .Q<«— «1 (t>) 
(*-«if 

( g _i)(g— 2)...a.iQ( g — «>(«,) 



»*i= (* — «■) 'i"*" (Oj— «•) V*- • • • ■+■ (°»_,— °J V*" <*„ • 



Donc, en désignant par M le second membre de la formule (2) et 
posant 

Ov= ('.- tf~ x •••(!- g""" 1 , = («,— «/-'tf, 

uK*)^ ( ^ ) (t'W*-«i)< î o ( ^^>)*...* ( o5S ) <,''" , o (a - , >(i > ) 



on aura 



î t. 







(3) 



où 



t, 



*i (*) = fê?m /*«[*-. • • •/• w *» * 



désigne, comme on voit, un polynôme entier en x de degré a — 1 . 

L'intégrale multiple dans le second membre de la formule (3) 
est de la même forme que M, le nombre des quantités a x , <* 2 ,- -% 
et le nombre d'intégrations étant diminués d'une unité. , 



• ». 
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Nous pouvons appliquer à cette intégrale la môme transformation 
et poursuivant ce procédé nous arrivons à la formule 

i 







n (x) désignant un polynôme entier en x de degré a — 1 . 
Or, comme 



• 



V * 



= 0(,)-0(aJ-(,-aJO>J~...- ^t:g-t (fln) 



1 1 nous pouvons écrire définitivement 

.► i ' 

il. ' M=Q(x) — 0(x) 

! î • ■ * 

J 0(x) étant un polynôme entier en x de degré a — 1 = 

* ! - a-t-0-t- . , . -t-X — 1 ; observant encore que M contient comme facteur 

S ■ ! 7 " k fonction 

!" ' F(x) = (x-a l )*(x-a % f...(z-a n f 

: s on voit immédiatemment que le polynôme &(x) remplit toutes les 

j ; conditions du problème. La formule de H. Hermite est donc démon- 

! trée. 

4. Nous allons maintenant tirer de cette formule plusieurs consé- 

\ quences très importantes pour le sujet qui nous occupe. 

. j , w Soit —£: la n mt réduite de la fraction continue que donne le dé- 

. i ; ; - veloppement de l'intégrale 



[fto*y 

J—* 



V, 
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*x> e t*' " *•> ' es ™^ 6 de l'équation 

?„(<) = 0, 

et Q(e) une fonction quelconque de ;. 
Posons 

où 

et tf^jW une fonction entière de degré n — 1. #(*) est un poly- 
nôme de degré 2n — 1 satisfaisant évidemment aux conditions 

*(^) = 0(^), t=l, 2,...n; 

quand à la fonction O n _ l (z) t on peut la déterminer de sorte que les 
quantités *„ * s , . . .$ n deviennent racines doubles de l'équation 

#(*) = 0(*) 
c'est à dire qu'on ait aussi 

&'(g i ) = Q'(2 i ) } t= 1, 2,. . .n. 

ê 

Remarquant dans ce but que 

on aura pour déterminer la fonction O n _ x {z) les n équations sui- 
vantes 



*n'(*<) 

et la formule d'interpolation de Lagrange donnera 



I 



•L 



.r % 



i 

i 

' i 



i 
À 



_-4 



À 



» • • 






! a 



• a 



i 






t - 
> » 



I i 



• ■ 

■ i 

7: 



- 78 - 

Gela posé, appliquons la formule de H. Hermite, en y faisant 
a = = . . . = X = 2; on aura 

o (*)-<rç*M(*-*.X*-*«)...(*-* > .)]• •[*. fc._.» J° (M,) W **i 



où 

Supposant que la variable z reste entre les limites a et 6, obser- 
vant que u reste évidemment toujours entre la plus petite et la plus 
grande des quantités z, * lf z %f . . .* n , nous pouvons écrire 

"«-•«-«œ?- <«> 

F 

S désignant un nombre intermédiaire entre a et 6. et le coefficient 
de f dans l'expression de <p n (*) étant supposé égal à l'unité. 
Or, d'après la définition de <p n (*), on aura 

b b . = 



»=i 



Donc, la formule (4) donne 

b 



a a 

Cette formule, donnée pour la première fois par M. Markoff 
dans son ouvrage „Sur quelques applications des fractions continues 
algébriques* (en russe) St. Fétersbourg 1884. fournit l'expression du 
terme complémentaire de la formule (1) des quadratures approxima- 
tives. Elle montre que Terreur qu'on commet, en prenant la somme 



'» 1 
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pour la valeur do l'intégrale 






Q{B)f(8)iM 



est comprise entre les deux nombres 

b b 



M et m désignant la plus grande et la plus petite des valeurs que 
prend la dérivée d'ordre 2n de la fonction Q(*), quand la variable e 
parcourt l'intervalle de a à b. 

Les considérations exposées ci dessus montrent qu'on arrive à 
la formule des quadratures approximatives (1), en remplaçant la 
courbe donnée 

y = Q(x) 

. a 

par une courbe parabolique d'ordre 2n — 1 

• ■ ■ . 

ayant un contact du premier ordre avec la courbe donnée dans n 
points, dont les abscisses * î9 * 2> . . .z n sont racines de l'équation 
9„(*) = 0, pour laquelle on a 



c 



A*)? w «*, l _.to*= s O f 



C'est en vertu de ce choix des points du contact que l'intégrale 

' . . b 

\f(x)Q{x)dx 
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s'exprime par les quantités Q(* { ) seules et que les termes, dépendents 
de Q'(* ( ) disparaissent dans l'expression approchée de l'intégrale. 

5. Considérons encore le résultat auquel on arrive, en rempla- 
çant la courbe 

/ i •• par une courbe parabolique d'ordre 2n — 1 

3 j_7 qui coupe la courbe donnée aux points a et 6 et la touche en n — 1 

t i " points *,, *„ . . .* n , dont on pourra disposer de la sorte que dans ce 

[': cas aussi les termes en û'(*<) disparaissent dans l'expression appro- 

chée de l'intégrale. 
Posons 



?(*) = (* ^-a)(* — b){z — M t )(M — *,)...(*— * n _ x ) 



J ■} ; où 



»=n 



t=0 



! . en posant * = a, * n =-&. 

! .' \ On aura 

y l (, i )=0 % (M i )=Qw. 

^ Disposons ensuite de n _+(*) de sorte que * lf *,,. . jer |l _ l de- 

viennent racines doubles de l'équation 

l (M) = Q(M) 

c'est à dire, qu'on ait 

(P/(*,) = Q'(*,),t=l, 2,...(n — 1) 

ce qui est toiy ours possible et suffit pour déterminer n _ t (*)> comme 
nous avons tu dans le cas précédent. 



r ■ 
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Quand aux quantités z x , z % , . . . * n _ x , nous pouvons en disposer 

de manière à avoir 

b 

ce qui donne pour <p(s) l'expression suivante 

9(i) = (i-a)(i-J)lF„(i) (6) 

TT n _,(^) désignant le dénominateur de la (n — l) m réduite dans le 
développement de 

b 

f /(y)(y-«)(»-y) rfy 

a 

en fraction continue et supposant le coefficient de a n ~~ l dans TP" W E (jer) 

égal à 1. La formule de M. H ermite donne ensuite pour toute va- 
leur de z entre a et b 

Q(z)-0 l (z) = (z-a)iz^b)W^^ l (z)^^ 9 a<K<b. ' 

Or 

b k b 

a a "~ • ■ 

OÙ 6 



Donc 

b 

(z)f(z)dz= 

a 






2fâw+^\nM-M-w~to* (7) 



la fonction 9(1) étant donnée par la formule (6). 
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6. On aura encore deux formules analogues, en considérant les 
courbes paraboliques 

y = 9 (x), y=0 t (x) 

■ 

7} * : - d'ordre 2n> ayant avec la courbe donnée un contact du premier ordre 

^f i en n points b u e %) . . .* n , dont on disposera convenablement et la 

J i « coupant en outre respectivement au point a ou au point 6. 

: ' Posons en premier lieu 



9W — (* — *)(* — ^•••('—O 



*,«=••(*)**«*•_!«; 



t- r * »=o 

V déterminons #*_,(*) de sorte que « u *„. . .« n deviennent racines 

Il i doubles de l'équation 

I - ' ■ Disposons de * l9 * f , . . .b de manière à satisfaire à la condition 






<p (*)/"(*) <?__.(«)(*» = 



ce qui donne 

<p(*) = (*-a)O.W. ..L... ,(8) 

■ 

£7 n (z) désignant le dénominateur de la n*° réduite dans le dévelop- 
pement de l'intégrale 

b 



y 



|/jafe=d dyt 



1 /: avec le coefficient 1 du terme en *". 

VI 
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Posant, comme plus haut 



*(*) 



-[fM*^ 



= 9lÉ 



dy 



et appliquant la formule de H. Hermite, on aura 



Q(e)f(e)dz = 



B 



a 

a<Ç<&. 

En raisonnant d'une manière tout à fait analogue, on trouve, en 
posant 

9(*) = (*-&)F„(j) ...(10) 

VJjf) — désignant le dénominateur de la n m réduite dans le déve- 
loppement de l'intégrale 



f/(y)(*-y) 
J — 



dy 



arec le coefficient 1 du terme en *", *t 



+ (*) 



ij fw ia=jtf 



<*y, 



6* 



• * 



1 4 

l 

t- la formule suivante 

i " .. 

! b 

i. 

f 



* \ 
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h) 



si 



Q(*)f(*)dM=± 

a 

î»ft-*-l 



r 



n-Hi 

7. Les formules (5), (7), (9), (11) mettent en évidence les 



1 ■ « 

quatres inégalités suivantes, données par H. Harkoff dans l'ouvragé 
cité plus haut. 

Dénotant toujours par <]/(*) la fonction liée à 9(1) par la formule 



î ■i./-\_-|*/.AfM-»W 



♦w-Jrw^SE^* 



■ » 



et conservant les notations précédentes, on aura . 
. 1) Posant 



fl 

6 



fowr«*> 2£&i°(*<) w 



1 » » ~ 

i J ' ° 

j i si O^V) > 0, ponr tontes les valeurs de « entre a et b. 

! -'■ 2) Pour 



J i » 



vj . 
.1 ! *0 =a > ^n 2 ^ 



* tesfl 

pwfwa^vjgow)... (H) 

J t=0 



I > 



•I 



I 
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sous la même condition 



û <M,) (*) > 0, pour a < * < 6. 

Les inégalités I et II se changent en égalités, quand û(«) est 
un polynOme entier de degré < 2* — 1. 
3) Pour 

9 (g) = (g — a) UJ*) = (g—g )(*— *,)...(*— gj 



m 



fo«AD*>25g|.. 

a 


• 






sous la condition 


■ 


(, "" M) (*) > 0, pour à < i 


t<b. 


4) Pour 


% 

4 



?(*) = (* — &) F„(«) = (a — *,). . .(*— g^) 

0(*)fa)<fe < 2£^° W TO 





J' 



t=l 



*fl-*-l = 6 > 



sous la môme condition 

QV" l) (z)>0, a<z<b. 

Les inégalités m et IV se changent en égalités, quand û(*) est 
on polynOme de degré < 2*. 

8. H importe de remarquer que les coefficients de û(*,) dans 
toutes les quatre formules précédentes sont des nombres positifs. 




'* 
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M ■• 
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A l'égard de la formule I cela résulte do théorème 4, cb. I; dans 
la formule II, nous avons 

b b 

^ =*J /W) g^r^^SJ «y — J / W (b - a) W^a) ^ 



a 
b 



y» — J f . W * - a) WW.! (6) a * • 



Ces nombres sont positifs, en vertu du théorème 6, ch. I; nous 
avons ensuite * 

b 

♦ W _ ( f(tA <y-«)(*-y)WV-i(y) dv . 



a 



ce nombre est positif, comme on le voit d'après le théorème 4, ch. I, 
[ * en y changeant f{y) par f{y) (y — a) (b— y) et remarquant que a <*, <6. 

On se persuade de la môme manière, à l'aide des théorèmes 4 et 

5, ch. I, que les coefficients dans les formules III et IV sont aussi 
\\- positifs. 

9. Nous donnerons, en terminant ce chapitre, les expressions 
explicites des polynômes <£(*), X (*) 9 (P 8 (*), Ô t (z) dont nous nous 
sommes servis en établissant les formules des quadratures appro- 
chées, en laissant les quantités m 19 * %1 . . .* n , racines doubles des 
équations 

(P(*) = 0(*), (*>,(*) = 0(*), etc. 



tout à fait arbitraires. 

Tous ces polynômes s'expriment linéairement par les quantités 
Û(*<), Q'(*j) et la manière la plus simple pour arriver à leur expres- 
sions explicites est de prendre pour point de départ la formule d'in- 
] I terpolation de Lagrange et de rechercher la limite de la somme de 

deux termes, en faisant tendre vers zéro la différence entre les deux 
racines correspondantes. 



n 
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Ainsi, pour avoir l'expression du polynôme <P(s) de degré 2ti— 1, 
satisfaisant arx conditions 

0(4)- 0(4), tf^-QV,) 
pour » = 1 , 2, . . .n, nous l'écrirons sons la forme 



tssl 



pour **=£<> où 



«(*) = (* — ^)(^ — Ç,)...(*— *„)(*— U- 



Posant 



on aura 



o(g=o(^)-*.tO'(^-i.... 



En substituant ces expressions dans la formule (12) et passant 
à la limite c = Ô, on trouve sans peine 



*(')=|^{ 1 -<'-'^}°W 



«=n 



Or, à 1» limite 



où 






?(*) = (* — 4)(* ~ *»)• • •(*—*«)» 



• * 



i 

î 
i 



£ 









'■i 



il- 

a i 

î. 






^ • . 
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donc 






et la formule précédente donne 



»=n 



• ■•w-2fc3fotf{i*-fr-«*$B}°w 

t=l 



t=n 



•»1 



On trouve de la môme manière pour le polynôme Q> x (z) de degré 
2n — 1, satisfaisant aux conditions 

<P 1 (a) = 0(a), <P l (6) = Û(6) . 
<*>,(*,)= 0(*,), */(*,) = û'(*,) 

pour ♦ = 1, 2, . . ,(n — 1), l'expression suivante i 



1=1 



[ff^J^OW^QT^SiJfeiOW (14) 



où 



<p (*) = (* — o)(,tf — ^).. ■.(* — #_.)(* — 6). 



Enfin, le polynôme &&) de degré 2n, satisfaisant aux con- 
ditions 

0,(a) = O(a) 
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pour * = 1 , 2, . . . n, aura l'expression 



*2t*JSB 1 -+*tfïïi û('.W'-»,>°'W] (15) 



i«n 



OÙ 



?(*) — («—•)(* — *i)«- •(* — O- 



# 
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Chapitre V. 

Sur les valeurs limites des intégrales. 

1, Dans un mémoire, inséré dans le .Journal de mathématiques 
pures et appliquées de Liouville, 1874* M. Tchébicheff révéla une 
question sur la recherche des valeurs limites des intégrales qui peut 
être énoncée de la manière suivante: 

Etant données les valeurs des y. -+■ 1 intégrales 

b b b 

\f(y)dy f \fiy)ydy>. . -\f(y)tfdy } 

a a a 

f(jf) désignant une fonction inconnue, continue ou discontinue, assu- 
jetie seulement à la condition de ne pas devenir négative entre les li- 
mites a et 6, il s'agit de trouver le maximum et le minimum de la 
valeur de l'intégrale 



X 



J 



f{y)dy 



4 

\ 
« 



4 



• 1 

t 



x étant un nombre quelconque donné, compris entre a et b. 

En généralisant encore la question, on peut demander, en conser- 
vant les mômes données, de trouver le maximum et le minimum de 
l'intégrale 



X 



J- 



W(!f)dy 



Al 

' • 

» . • 
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(y) étant une fonction donnée quelconque, continue entre les limi- 
tes a et 6, et assiyétie à quelques restrictions concernant les signes 
de ses dérivées des différents ordres 

• Ofo), û'(y), û"(y),. . .O^fo), pour a < y <b. 

m * 

Cette question a été résolue pour la première fois par M. Mar- 
koff dans l'ouvrage cité plus haut. Nous allons exposer ici la solu- 
tion de cette question/ en conservant au fond les mômes principes sur 
lesquels repose la résolution de M. Markoff, mais en simplifiant les 
démonstrations et l'exposition des résultats définitifs, à l'aide des 
considérations exposées au ch. I. 

Gomme la fonction f{y) peut être discontinue, nous n'exclurons 
pas du système des valeurs de l'intégrale 



s- 



Qiy)f{y)dy 



parmi lesquelles il s'agit de rechercher la plus grande et la plus pe- 
tite, celles qui correspondent à la supposition que f{y) soit égale à 
pour toutes les valeurs de y entre a et 6, à l'exception d'un certain 
nombre fini de valeurs x l9 x %9 . . .x n , pour lesquelles f{y) devient 
infinie de la sorte que 

Lim. f(y)dy = m pour • = 0, 

m { étant un nombre fini positif. 

La valeur .correspondante de l'intégrale 



X 



W(y)*y 



est alors représentée par la somme 

* ■ 



A 



M 



>" 



lr 



1 
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«!, # 9 , . . .x k étant celles des quantités x lf x %} . . .x n qui ne surpas- 
j sent pas x. 

Pour abréger le langage, nous considérerons les éléments de 
l'intégrale 

6 



* - i ■ 

1 a 

1 



I 



fkr)dy 



i comme masses des points situés sur une droite AB et les diverses va- 

j.« leurs de y comme distances de ces points à un point donné 0, en fai- 

^ ' sant correspondre les points A, X, B, aux valeurs 

V*- y=«t y=«, y=& 



A 



Les données du problème 



B 



t ■ 

; & & b 



seront alors la masse de la droite AB et les moments des divers 
ordres de cette masse, en convenant de comprendre sous le nom de 
moment d'ordre h de la masse d'un système de points rangés en 
ligne droite, par rapport au point 0, la somme des produits de la masse 
de chaque point par la ft"* puissance de la distance de ce point au 
point 0. 

Dans le cas de Û(y) = 1, c'est donc le maximum et le mini* 
mum de la masse 



;■ 



f(îf)dy 



du segment AX qu'il. s'agit de trouver. 
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2. Indiquons, avant d'ontrer dans les détails de la recherche, la 
marche que nous aurons à suivre. 

Figurons nous qu'on ait concentré la masse de la droite entière 
AB dans un certain nombre de points isolés, parmi lesquels se trouve 
aussi le point donné X et proposons nous de déterminer les distances 
x l$ x v . . .x k de ces points au point et les masses correspondantes 

i 

de '.la sorte que les données du problème conservent leurs valeurs, 
c'est à dire qu'on ait 



• 



* r ' 



f 



b 
yfi3t)dy=*x 



* f 



= V 



Parmi le nombre infini de ces concentrations nous ne considére- 
rons, que celles, où le nombre des quantités inconnues x tn 4 est 
égal au nombre dos équations de condition. 

Nous étudierons ensuite lps conditions de possibilité de ces con- 
centrations et nous donnerons les valeurs de l'intégrale 



X 



(y)f(y)dy 



qui leur correspondent. Nous démontrerons enfin que ces valeurs sont 
précisément les maxima et minima cherchés. 



M 
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f, n Nous allons distinguer deux cas du problème; dans le premier le 

nombre de données est impair, dans le second — pair. 



3. 1 cas, |t = 2*. 
Les données sont 



6 6 6 

*o=\f(y)dy, Oi=Jy/ , (y)^- • •* fn =Jy*Y(y)dy 



| a a « 

* :• 

I : 

^ ' en nombre impair 2n -t- 1 . 

î : : , H est facile de voir que dans ce cas il n'existe que deux concen- 

W trations pour lesquelles le nombre des inconnues est égal à celui des 

équations de condition, savoir : 

1) La concentration dans le point X et dans n autres points, où 
les inconnues sont la masse du point X—tn x et les 2n quantités 
m 41 x 4 qui déterminent les masses et les distances des n autres points, 
en tout 2n h- 1 inconnues qu'on trouve en résolvant le système de 
2n-*-l équations 

H 



,\ ■' fc=0, 1, 2,...2n 

t ■ . 

■ 

^ v 2) La concentration dans los trois points A,X,B (y=a, y=x, 

\, - y = b) et dans n — 1 autres points, où les inconnues sont les mas- 

sa 3 w a > w «> m b ^ 6S points -^i ^ B et les 2n — 2 quantités m <f <r, 
qui déterminent les masses et les distances des autres points qu'on 
trouve en résolvant le système {le 2n-t-l équations 



w— i 



■^ 








o*w fl 

1 


i 




2 

i 


|a?/m, 










• 


k: 


= 0,1, 


2,. 


. .2n 


11 


CM, 


V- 




2n- 


•1. 









(2) 



95 - 



Les données sont 



b o o 



en nombre pair 2n. 

Les seules concentrations, où le nombre des inconnues est égal 
à celui des équations de condition sont ici: 

1) La concentration dans les points A et X {y = a, y = x) et 
dans n — ] autres points, où les inconnues sont les masses m , tn x 
des points A et X et les 2n— 2 quantités m 4 , #, qui déterminent les 
masses et les distances des autres points, en tout 2n inconnues qu'on 
trouve en résolvant le système de 2n équations 



w— 1 



A^Av^X-* («) 

1 
ft = 0, 1, 2,...(2n— 1). 

2) La concentration dans les points X et B (y = s, y = b) et 
dans n — 1 autres points, où les inconnues sont les masses m x et m b 
des points X et B et 2n — 2 quantités m x é déterminant les masses 
et les distances des autres points, en tout 2n inconnues qu'on trouve 
en résolvant le système de 2n équations 



i 
k = 0, 1, 2,...2n — 1. 

Pour que ces concentrations soient possibles, il faut et il suffit que 
toutes les quantités x i , vérifiant los systèmes d'équations correspon- 
dantes, soient comprises entre les limites a et* 6 et que tous les nom- 
bres ifi a , m b% m x , m i soient positifs. , 

4. Résolution du système (1) et conditions de possibilité de la 
première concentration du premier cas. 
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4 v . 

I» V : 

I . f' Soit <p (*) une fonction entière de # de degré n -*- 1 , satisfaisant 

fi. aux conditions 

ji j. '■ " » 

j h' ■ ?(*)*-0, (Vfo) ?(*)*._. (y) «fo = .(a) 

>•■ a 

T" 
!H qui la déterminent, à un facteur constant prés, au moyen de a*, 

• i • ■ '. 

' | j • Nous savons d'après le théorème (2) généralisé du ch. I que 

i U '. toutes les racines de l'équation 

J •« i ■ 

I"--:' ■ 9W-0 

sont réelles, inégales et que de toutes ces racines il n'y a qu'une 
seule qui puisse tomber en dehors des limites a et 6. 
Désignons ces racines par 



} j En désignant par Û (y) une fonction entière de degré < 2n, on 

: aura par la formule de Lagrange 



I t * 

. * 0(y) étant une fonction entière de degré ±n—\. 

Intégrant entre les limites a et 6, après avoir multiplié par 
fdfidy, il vient, en vertu de l'équation (a) 

b 

a .-.*.. 

• : ' OÙ 






M 
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) 



Posant successivement 



û(y) = l l y,yV..y 



** 



on aura le système d'égalités 



JW*-<&g-.-2« 



*+ m 



k = 0, 1, 2,...2n 

qui, comparé avec le systômo d'équations (1), donne les valeurs sui- 
vantes des masses inconnues 

Les quantités z, se déterminent comme racines de l'équation 

g — X 

I 

Il est très facile d'exprimer la fonction 9 (*) par les données du 
problème. 

* 

Désignant, comme plus haut, par 

0.M. F n(*) 

respectivement les dénominateurs de la n mê réduite dans les dévelop- 
pements en fraction continue dos intégrales - 





f /(y)(y — «)<jy f /(y)(*>- 
J-Ï=i-. J-î= 



y 



on satisfaira évidemment à la condition (a), en posant 
A et B étant' indépendentes de *. 



4 



«V 




J 



I 

h : 

i .. 

J i 



> i 



V ï 



• J.' i 



• •!: 



— 98 — 

La condition 9 {x) = donne ensuite pour le rapport des con- 
stantes A et 2? 

j JP 

(« — 6)F n (*) — . (*-<*)(/«(*)' 

Donc, on pourra poser 

(*-a)U n (i), (* — b)V n (M) 
(x-a)U(x), (x-b)V(x) 



?(*) = 



la 



Les fonctions U n (z), V n (z) peuvent ôtro calculées à l'aide des 
quantités a , a u . • . a 2n , sans qu'on connaisse la fonction f(y) y comme 
nous ayons déjà remarqué ou n° 1 1 ch. L 

La fonction <|* (*) peut évidemment s'exprimer par les mômes quan- 
tités, la fonction <p(y) étant connue, commo on voit d'après l'équation 
de définition (a'). 

En passant à la recherche des conditions de possibilité de la 1" 
concentration, c'est à diro des conditions sous lesquelles 

1) tous les nombres x i sont compris entre a et b, 

2) tous les nombres m if m x sont positifs, 

convenons d'abord, pour plus de simplicité, en introduisant dans nos 
1 calculs les dénominateurs des réduites des diverses fractions conti- 
nu • - nues, de faire le coefficient du terme lo plus élové de ces fonctions 

égal à l'unité ou à un nombro positif quelconque. En vertu de cette 
convention, que nous rotenons pour tout ce qui suit, en nous rappe- 
lant quo toutes les racines des fonctions 



?n(4 &*(*), V n (B\ W m (M) 

sont comprises entre les limites a et b, nous aurons toujours des ré- 
sultats positifs en substituant la limite supérieure b au lieu de la va- 
riable z dans toutes ces fonctions et un résultat de signe (— l) n en y 
.substituant la limite inférieure a. 

Gela posé, on voit que pour satisfaire à la première de deux con- 
ditions énoncées ci-dessus, il faut et il suffit que les quantités 



| (_iJ*" tW et <p(6) 



/ 



V 
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soient de môme signe, car alors la seule racine de 9 (*) qui pouvait 
tomber en dehors dos limites a et 6, tombera nécessairement entre 
ces doux limites. 

Or, d'après la formule I-a 

(-l)^ l 9 (a) = (^\)^ l (x-a)(b-a)V n (a)U n (x) ' 
9 {b) = (x-b)(b-a)U n Q>)V n (x). 

Donc, observant que pour a < x < b 

(x-bHb-a)U n (b)<0 
(-l)«"(x-aHb-a)V n (a)<0 

on voit que (— l)*"*" 1 9 (a) et 9(6) sont de môme signe, quand les 
nombres 

U n (x) et V n (x) 

sont eux mômes de mômo signe. 

Quand à la seconde condition que m x , m i soient positifs, on voit, 
d'après le théorème 4 ch. I généralisé, qu'elle est satisfaite par elle 
même. Donc, l'unique condition de possibilité de la 1" concentration 
du I cas consiste en ce que 

&■(*) ^ V n (x) 

m 

* I 

soient des quantités de môme signe. 

En la supposant satisfaite et désignant les racines de 9 (#), ran- 
gées suivant l'ordre de leur grandeur par 



. *i<s 9 <. . . < x k < x <x k ^ x < 

■ 

nous aurons pour les valeurs de l'intégrale 



• • • 

1 . 



a 

s 



Mtoiy)dy 



i 



t 
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étendue sur le segment AX, les formules 



4 ' 



4. 



1 ■ 
I C 

* 

i 

I - 



1 






r : 



i 



! 

• i 
I 



i 1 



i 



• i 1 

/'- /. 



/» » 



\ 






rwowfl»-2$$°w*£gû« 



(A) 



ou 



jfl*)O0*- 25go(*«) • • • • (B) 



selon qu'on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB 
de la droite AB. 

5» Résolution du système (2) et conditions de possibilité de la 
seconde concentration du premier cas. 

Composons une fonction entière de degré n -*- 2 



y(z) = A ù (0 — a){* — b)(z~ x)(s — x x )...(* — x n _ l ) 
satisfaisant aux conditions 



et 



<p(a)=0, ?(&)=*0, 9(*) = Ô 



a 



(Y) 



Pour toute fonction Û (y) entière de degré < 2* on aura, comme 
précédemment, la formule 






<#)mdy = 



n— 1 



•>wJ8*0(»$8-»-û W 5a*2 o wî' 







I * 
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où 



< 



9 (y) — 9(*) 



*W= \M^E^ L dy. 



y-§ 



Posant successivement 

û(y)=i,y,yV..y*\ 

on obtient un système d'égalités qui, comparé avec le système (2), 
donne les expressions suivantes des masses 

mi — * M Mt _ + W «a _ * M ~ — *fa> 
m a— 5^)1 m 6— 7(5)' m » — fw> m *~V&ïr 

Les quantités #, se déterminent comme racines de l'équation 



çM 



($-a)(*-b)(*-x) 



= 0. 



La fonction 9 (z) s'exprime facilement par les données du pro- 
blème; en effet, posant 

?(') = (* — a)(f — b)(ù(*) 

on aura, pour déterminer la fonction entière ©(*) de degré n, les équa- 
tions 

■ b 



' \m<y-* 



€»(») = 0. 



On satisfaire à la première, en posant 



o(i) = 4ÎTW + B7 l (i) 



•t la seconde donne 



r n (*) -u n w 
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II 
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l 



■y 



Donc, on pourra prendre 






*W. ^(s) 



• •••••Al/ 



r, 4 . Toutes les racines de <o(*) sont réelles, inégales et il n'y a qu'une 

7 à . seule de ces racines qui puisse tomber en dehors des limites a et 6, 

jt 1 ce qui suit du théorème 2 généralisé du ch. I et ce qu'on peut d'ail- 

! * leurs vérifier directement en ayant égard à la distribution des racines 

j des fonctions U n (e) } V n (e) établie par le théorème 7 du ch. I. 

►. q Passant à la recherche des conditions de possibilité de la seconde 

tj concentration, on voit facilement qu'elles se réduisent aux conditions: 

!',' 1) que (— 1 )"«(«) et ©(&) soient de môme signe, ce qui entraîne 

>* comme conséquence que toutes les quantités x l9 x % , 1 . :% n t se trou- 
vent entre les limites a et 6, et 

2) que ^M et VjÀ soient positifs, toutes les autres quantités 

V&Y <?(*) ne P ouv * n * ô * re négatives; on effet, désignant par x i une 
racine quelconque de q (*) (sans exclure la racine z), on aura 



> ta) _ f/ftA 9 (y) dtJ _ (Va to-a){b — y) <*(y)dy 



S " 

\ \ , - et appliquant le théorème 4 généralisé du ch. I, en y remplaçant 

i , i fiy) par f(y) (y— a) Q>—y\ on voit immédiatement que ^A > 0. 

,.j 9 W/ 

: . ; Remarquant que 

111 - (-lT*(a) = (-l) n {AU n (a)-*-B7 n (a)) 

o(b) = AU n {b)-BV n (b) 
et que 

•■] (- l) n y m (*)> (- D" 17, (a), U n Çb\ V n {b) 

sont positifs, on voit que la première de deux conditions, énoncées ci 
dessus, est satisfaite quand A et B ont le môme signe, c'est à dire, 
quand 

sont de signes différents. 
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- Ensuite 



»(q) 



. 

a a 

b 

— (f(,,\ (f>-y)( A v * <»> -*- B r * (y)) a, 

— J A W ( 6 _ «) (A U n (a) + BK» (a)) »* 



En ayant égard aux équations 



on réduit l'expression précédente à 



9» — AU n (a)-*-BV n (fl) 



o 



ou enfin 



b 

r 



* (•) _ ' 1 


f( v ) U n<3t) 
IW>V n (a) 





dy. 



Appliquant le théorème 5 ch. I, on voit immédiatement que 
IjTtoj > 0, quand * > 0, c'est à dire quand 

sont de signes différents. 

On Terra de la môme manière que Vr2 > sous la môme con- 
dition. Donc, l'unique condition de possibilité de la seconde concentra- 
tion du I cas consiste en ce que U n (x) et V n (x) soient de signes dif- 
férents. 
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Cette condition, comme on voit, est directement opposée à la con- 
dition de possibilité de la première concentration, 
lies valeurs de l'intégrale 






/• 



Wiy)dy ■ 



correspondantes à la seconde concentration, sont données par les for- 



;■' mules 

Ni; 



JoWAf)%-0(a)Jg-*-2vS W*78 «"W) 



ou 

m 

h 






selon qu'on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB 9 et 



I A y â/| , X* y • • • â/ L 



, désignant celles des racines de 9 (z) qui ne surpassent pas x. 

6. Bésolution du système (3) et conditions de possibilité de la 



\ ; première concentration du II cas (|t = 2n — 1). 

) Composons une fonction entière de degré n -+- 1 

i . • ■ ■■ 

satisfaisant aux conditions 



b 



))\: [ ?(a) = 0, 9(*)=»0, L 

•il ■■•"•■ . ■ i 



/•(y)?(y)^^_,(y)rfy=o....(«) 
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Posant, comme plus haut 



\ 



9M-9W 



♦M-UW™^* 



y-f 



on trouvera, absolument comme dans les cas précédents, que les mas- 
ses inconnues du système (8) s'expriment par les formules 



m _+M m — *iî) m— *<*£ 
m a—tfïfî m x—J( X y m ^~^(9H) 



et les distances x 4 se déterminent comme racines de l'équation 



Posant 



îW = 



9 (*) = (a — a) œ ($) 



on aura, pour la détermination de la fonction entière o (*) de degré n, 
les conditions 

b 



!■ 



f(s) (« — a) u (*) <?__.(« ) de = 



w (s) = 0. 



On satisfaire à la première en posant 

* ■*. *{*) = A 9n {z) + B{z^b)W^ x {*) 

y n (a) désignant comme toujours le dénominateur de la n* 9 réduite 
dans le développement de l'intégrale 
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et TF ii _ 1 (jt) — le dénominateur de la (n— l)"* réduite dans le déve- 
loppement de l'intégrale 
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♦ 



\ 



/'/ 



I 



/(y)(y-a)(b-|f)dy 



#-y 



en fraction continue. 

L'équation o(x) = donne ensuite 



(5-*)1l r ii-.it*) 9n(«) 



en sorte qu'on peut prendre 



?(*) = (*—<*) 






Ha 



Les fonctions 9 n (*) f W n _ x (e) peuvent être calculées à l'aide des 
données a , a x ,. . •o ïn _ 1 du problème, comme nous avons remarqué 
au n° 10 du ch. I. 

Les conditions de possibilité de cette concentration se réduisent, 
comme il est facile de voir, aux deux suivantes: 

1) que (— l) w o(a) et ©(&) soient de môme signe, 

• 2) que |^J soit > 0. 

La, première est satisfaite quand 

?» * W n _ x (x) 

sont des quantités de môme signe, comme on voit d'après l'expres- 
sion môme de o (*). 

Ensuite, on a 



»(a) 
9'<«) 



■/■ 



AW=8* 



(«) 



i 

-/ 



f(y) 



<*»,,(y)-»-g(y-t>)w,-,(y) 

A <f n (a) - B {b — a) W nr _ x (a) 



dy. 
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Observant que 



c 

; 



ftot)9Ay)*y=o 



il vient 



»(«) 

9'(a) 



zcsfStJ!£«i//w» 



v TF n — t (y) ^ 



L'intégrale du second membre étant positive, d'après le théorème 
6 du ch. I, et <p n (a) et W n _ l (a) étant de signes contraires, on voit 

que le nombre ^ est positif quand A et 2? où, ce qui revient au 

infime, quand 

?» et W n _ x {x) 

sont de môme signe. 

Ainsi, Tunique condition de possibilité de la première concentra- 
tion du II cas consiste en ce que 



?«(*) et WAx) 



soient de môme signe. 
En désignant par 



a<x x <x % <. . .<x k <x<z km4ml . • m .<x è __ l 



les racines de l'équation 



9 (*) = 



rangées suivant Tordre de leur grandeur, on aura pour les valeurs 
de l'intégrale 

X 



J" 



(y)f(y)dy 



•• ». 



. I 



H; 
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correspondantes à cette concentration, les formules 



t 
I • 

i 

« - 
1 ' 



' l 

1 
l 

/ > 

f 

'«j 

s: 
«I 

' » i 



l-i 



' 



► 



* 



-î -i 
i- ■ 



ï ! 
• « 

i 1 



H 



;i 



i 

E ^ ' ' 

M* 



• * 



/ 

r 






r 
S 



u 






o«rw*-Jgow*2Jgo(**) 



$gû<*>..(B> 



ou 



J 



B(»)W* = ^OW 



2^J°w « 

1 



selon qu'on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB. 

7. Résolution du système (4) et conditions de possibilité de la 
seconde concentration du II cas. 

Considérons une fonction entière de degré n -+- 1 



satisfaisant aux conditions 



<p(6) = 0, >(*) 



-o.J 



/•(*) 9 (*) <?„_,(*) <fr = ....(«) 



Posant, comme ci dessus 



.6 




*(*)= Ay) 3L *EP <*y 



y M— y (*) 



on trouve de la môme manière, comme dans les cas précédents, pour 
les masses m 6 , m x , m é les valeurs 

i 

«* _ + (&) m _+_(«) m _ + te). 
* — y'W. * — y'(*)' * — y'(**)' 

les distances x é se déterminent comme racines de l'équation 

(,_ X )(,_6) v - 
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La fonction 9 (*), comme on s'assure aisément par des considé- 
rations analogues à celles dont on se serrait en traitant les cas pré- 
cédents, aura la forme ' 

9 (*) = (* — &)« ('), 
où 

»(*) = A 9n (M)-*-B(*-a)W n _ t (*) 



(c - a) HV-, (*) -»«(*> 



d'où il suit qu'on pourra prendre 



<p(#) = (*—&) 



9», {x-a)W n _ x (%) 



...,IIb 



Les conditions de possibilité de cette concentration sont: 

1) que ( — 1 )*»(<*) et 0(6) — soient de môme signe, 

2) que j$j soit > 0. 

La première est satisfaite quand ^ est > 0, c'est à dire, quand 

?„(*) et W^_(x) 






sont de signes différents, et sous la même condition ^|r! sera > 0, 



car 



7® 



9'm 



b - b 

B W n _j O) f -, A . * r, (y) 



jj-J/wHfr- ^t^^ fo^feg» 



est positive pour g > 0, d'après le théorème 6 du ch. I. 

Ainsi, Tunique condition de possibilité de la seconde concentra- 
tion do II cas, consiste en ce que les quantités 

?„(*) et W^ix) 



soient de signes contraires. 
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Cette condition est directement opposée à la condition de posai 
bilité de U première concentration du môme cas. 
Les valeurs correspondantes de l'intégrale 



sont ici 




(y)fiy)dy 






n: 






-t 



i 









M- 



: * 



î i 



■-il 



\ . 



:! 

.1 



H 

* • 

î! 



V 

y 






.•■! 



01 



t 

§ 






i 



i * 

f: 

m 



' Jo«rw#=2Jgo(^-H$|o(») .: 

a 



(G 



ou 



f * 

J Q{y)fiy)dy = 2*g 0(*<) (H 



selon qu'on rapporte le point X au segment AX ou au segment Xi 
x l9 a? 9 ,. . .x k désignant celles des racines de ç(*) qui ne surpassen 
pas x. 

8. Cas particulier du problème: maxima et minitna de Vinté 
grale 

b 



i 



Q(y)f(y)dy. 



Avant de poursuivre la discussion du problème général, arrô 
tons nous un moment sur le cas particulier où il s'agit de trouve 
les maxima et minima de l'intégrale 



\ 



I 

; 



QWWy 
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la limite supérieure étant égale à 6, et la fonction û (y) assujetie à 
la seule condition que la dérivée Q^~^ l) (y) d'ordre égal au nombre 
de données 

b b b 



ne devienne négative entre les limites a et 6. 

Il est facile de voir quo, dans ce cas particulier, la question est 
complètement résolue par les inégalités I— IV du n° 7 ch. IV. 

En effet, considérons par exemple l'inégalité I , 



o 



pourû (W,) (*)>0, a<*<b 

* 

?(*) = ?„(*) . 

et * l9 * 9> . . .* n désignant les racines de 9 n (s). 

Cette inégalité se changeant en égalité quand Q.(*) est un poly- 
nôme entier de degré < 2n— 1, on aura 

f^W*-2?S'A Pour*=0, l,2,...(2n-l). 

a 

Tous les coefficients ^M étant positifs 9 ces égalités montrent 

que dans le cas d'un nombre pair de données a , 04, . • . a Jfl ^ 1 , il est 
possible de concentrer la masse de la droite AB dans les n points 

La valeur de l'intégrale 







n(9)f(y)*y 



* ■?■■ -i 

i ■ 



Ri 



* 



• H ' 



i 



\r 



5jH ? 
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correspondante à cette concentration, sera précisément égale au secont 
membre de l'inégalité I et cette inégalité elle môme montre que cett 
valeur est le minimum de l'intégrale considérée. 

Les mômes considérations étant applicables aux trois autres iné 
gaiités du môme n°, nous pouvons énoncer les résultats suivants: 

Désignant toiyours par <|> (z) la fonction liée à 9 (*) par la for 
mule 

b 



♦ W »J^)2«=5ffl^, 



1 ' 

^ ; par û($) une fonction quelconque, continue entre les limites a et 

et telle que 

;i ' * "' Û^^J^O, poura<*<6 



et supposant qu'on donne les valeurs 



b b b 

1 j ;, *o=JAy)dy> ^=\yfiy)dy,---%=\iff{y)dy 

J ' a a a 

^ 1 J ■} : - . fiy) restant positive entre a et b, on aura pour déterminer les ma 



| ; ! . zima et minima de l'intégrale 

i ■ 

1 " . ■ 







iy)fiy)ày 



1 i . ■■. 



i 11 »■' ^ • \ 



les formules suivantes: 
a)ji = 2n— 1 

b 
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*i> *i>* • • *n étant les racines de l'équation 



b 



a 



1=0 



û(y)/"(y)rfy<2^ û (*«)- ../.......H 



*o» g i »*•»•• •*» étant I e8 neines de l'équation 
9 W = (*-a)(*-6)TT lt _ 1 («) = 0. 



b)|i — 2» 

b 






owrw#>2Jgjow...- ni 



*o> 'ii *if • • .'n étant les racines de l'équation 



?(*) = (*— a)Z7 w (0) = O. 



fl 



J 



û(y)/-(y)dy<2^, û ('«)---- ^ 

«1 



*i> *2> • • «'n-4-i éknt ^ 6S r^i 068 de l'équation 

<p(*) = (*_ 6)F n (*)==0. 

9. Les quatres inégalités précédentes, en y posant û(y) = y |i " Hl , 
donnent le moyen d'assigner les limites entre lesquelles on peut 
choisir arbitrairement dans les exemples numériques la valeur de 

■ 

b 
-t-i 



Vm-Ji^ 



f(3>)dy 

a 



8 
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ayant d^jà choisi convenablement les quantités il 

•q» *!> *!>• • •% 

Supposons par exemple qu'on veuille trouver les limites entre 
lesquelles on puisse prendre arbitrairement la valeur de 

b 



*%=Wf{y)dy 



ayant d$à fixé convenablement les valeurs de a 0> a lf o>. 

Remarquons en premier lieu qu'ayant pris pour o^ une quantité 
positive quelconque, on aura pour la limitation de 04 les inégalités 
évidentes 

b 



-J 



«h— yAy) d y= Ja o •* «h^««o- 



1 

Ayant fixé les valeurs de a^ et a l9 on aura pour la limitation de 
a a , en fusant usage des inégalités I et II, en y posant 



où 

b 



!■ 



me— *,)<**=<>, 



Û(y) = îf, n^l 

« 

les formules suivantes: 
D'après la formule I 

^ = ti'W- » • •' w 1 : 



! 
» • 

I : 
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c'est à dire 



6 



d'où il Tient 



*»=*• 



La formule II donne d'autre part 

OÙ 

ç(f) = (* — a)(a — 6), ç'(jbt) = 2^ — a — b 

d'où il Tient 

a^ < (a-f-i) 04— aJc^.. / (X') 

Ayant choisi les valeurs de a , 04, a 9 , on applique les formules 
III et IV pour limiter la valeur de a,, en y posant 

û(y) = y», n=l. 

On aura d'après la formule m ' ■ ' 



où 






?(*) = (* — «)(* — *i) 
b 



8* 



* 



• 



i \ 






* 



4 



i 

t » -» 

i ■ 

4 ; ■ 

: 1 * 
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€6 qui donne 

o^ — (aH-^ l )o 1 H-aa ^ 1 =0 



b 



«. — a a. 



♦«-J^^^jE^*-^— •— ^S*f4 



j 

i d'où il vient 



a 



«Qttt— « â f „. (»t— ««j) 1 



^ =s a,— 2aa l -»-a t ot («,— 2a ^«Hq) («!— • aaj 



on, en réduisant 



h* > ai (ot— a f «o) — o»! («t— ««i) 



La formule IV donne d'autre part 






10. Revenant à la discussion du problème général, nous allons 
démontrer que si la fonction û(t/), ainsi que ses dérivées û'(y), 
û"(y),. . ,û (,w " l) (t/) ne deviennent jamais négatives entre les limites 
a et b de la variable, les valeurs de l'intégrale 



■ • Jû(y)fly)<*y, 



fournies par les formules (A)— (H) des nn° 4 — 7, sont les valeurs 
maxima et minima de cette intégrale. 

Nous allons nous appuyer dans cette démonstration sur un théo- 
rème algébrique très simple, donné par M. Markoff dans l'ouvrage 
cité plus haut. 

Théorème. Q (m) étant une fonction quelconque de *, continue 
entre les limites a et b, (b > a), assujetie seulement aux conditions 

O(*)>0, Û'(*)>0, Û»>0,...Û (m ^ 1 >(^)>0 






• 
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pour a < $ < 6, <P(*) — un polynôme entier 4? degré m et c— une 
quantité quelconque, située entre a et b, le nombre de racines de 
l'équation 

0(g) = Q(jB) 

m 

comprises entre les limites a et c, augmenté du nombre de racines 
de l'équation 

a>(*) = 



comprises entre c et b, ne peut surpasser le nombre m -*- 1 . 

Démonstration. 

Soient oj u a? 8 ,. . .x x les racines de l'équation 

* . 

situées dans l'intervalle a—c et rangées suivant l'ordre de grandeurs 

croissantes 

a<z l «£x % . . . <0j<c; 

soient aussi 

les racines de l'équation 

<P(*) = 

situées dans l'intervalle c—b et rangées aussi suivant l'ordre de gran- 
deurs croissantes 

c<^ l <a? l ^ t ...<a? l ^ k <6. 
Il s'agit de démontrer que 

jH-*<m-i-l. 



Observons dans ce but que dans nos suppositions l'équation 

0'(*) = O'(*) 

aura {—1 racines entre x x et x n que nous désignerons par 



$/< &,'< . . . < af 



*-#-! 



V 

t- 



u 



t r 



t ' 
( 

1 ' 

l-l' 

; » 



1 i 



1 



i • 



«, , 



: l 



51 
il 



■ 
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et l'équation 
jfe— 1 racines 



<*>'(*) = 



a? 



!-«-• 



• • • 



x 



entre av. _ et a?,.». Dans le cas où û'(*) est constamment égale à 



' zéro dans l'intervalle a — 6, le théorème est évident, car on aura 
dans ce cas l -*- k — 2 racines de l'équation 



<P» = 



de degré m — 1, donc 



l + k — 2<m— 1 ou lH-ft<M-f-l. 



tion 



Dans le cas général où û'(*)> 0, il est facile de voir que l'ôqua- 



aura encore une racine entre x' tmmml et x lm%mV 
En effet, x\__ x étant racine de l'équation 



on a 



&(z) = Q'{g) 



r 

Si on supposait que 0\z) reste > pour toutes les valeurs de * 
entre x l _ x et x l _^_ l , cP (*) serait toujours croissante dans cet inter- 
valle, ce qui est impossible, car 

0(x t y = a(x l )>O 
.*(*i*.i) = °f et *w-i < x $< x i+i • 



tion 



Donc, <P' (jer) doit changer de signe dans cet intervalle et l'ôqua- 



i—i ww -"i*-!' 



aura au moins une racine oi UmX entre g',_. et x # . ,. U est ainsi dé- 
montré que l'équation 
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aura «a moins k racines 



entre af i _ l et ap |f . r D'après cela l'équation 

aura 2 — 2 racines 

entre 0/ et a/ l _ 1 et l'équation 

4—1 racines 

entre 0'^ et af M . 

Dans le cas où Û" (*) est constamment nulle entre a et 6, le 
théorème est démontré, car alors l'équation 

\ 
de degré m — 2, aura en tout î-t-k — 3 racines, donc 



*-»-* — 3<«t— 2 ou J-4-A;<m-»-l. 



) 

Dans le cas général, où Q"(*)> 0, on verra absolument comme 
ci dessus que l'équation <&' (*) = aura encore une racine entre 
*"i_* ôt ^i-4-i i ° ,e8 t ' dire en tout & racines entre fl*"j_ t et a?^- 
En poursuivant le môme raisonnement, on trouve que dans le cas gé- 
néral l'équation 

0<*- l »-(j) = O 
de degré m -h- 1 — l, aura au moins k racines, donc 



ft^m-i-1 — l ou J-*-fc^m-*-l 
c. g. f*d. 



V 



t 



r * 



M 



* l." 
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11. Il est facile maintenant, en appliquant convenablement ce 
théorème, de démontrer que les valeurs de l'intégrale 



c 

S 



a<y)mdy 



correspondantes aux diverses concentrations, que nous avons consi- 
dérées aux nn° 4—7, sont les valeurs maxima et minima de cette 
intégrale. 

Ica8 9 (x = 2n. 

a) 1" concentration 

h 

fo(y)/ f (y)dy=2^û(^-H^û( a; ) (A) 

J i 



¥>'■ 

Ri' 

! 

4 



4 






' -\ 



OU 



s 



owm<l»= 



1 



(B) 



étant les racines de l'équation 

9(4 = 0, 



a; 



n 



où 9 (*) est une fonction entière de degré n 
équations 

b 



1, définie par les 



et 



J 



/"(»)? W«*_,(jf)^=»0 . . . » (a) 

b 



+w=ffWjëâ!ï*. 



^ 

V 
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Le second membre de la formule (A) peut être représenté sous 
la forme 

b 



f 



m *,(*) a* 



où 



^) = 2(rr5^,°(^*(7^fe û ( a; ) 



où encore, en vertu de l'équation (a), sous la forme plus générale 

6 



' 



où 



On voit d'après la forme même de la fonction O x (z) qu'elle est 
une fonction entière de degré 2n, que x lf x tf . . .x kf x sont racines 
de l'équation 

4(*) = Q(jr) 

•t %#-!> x k+v • ^n raines de l'équation 

Or, on peut disposer de la fonction entière arbitraire O^^m) de 
degré n — 1, de manière à vérifier les n conditions suivantes: 

0/(*,) = û'(ag, t=l,2,.,.* 
0/(^ = 0, <=i+ 1, *-+- 2,. . >». 

• 

En effet, ayant 



J 



I 
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on doit poser pour satisfaire à ces conditions, 

et 

La formule d'interpolation de Lagrange donnera ensuite l'ex« 
pression du polynôme O^^^z). 
Cela posé, les quantités 

seront racines doubles de l'équation 
et 

racines doubles de l'équation 

4(i)«0. 

Il est facile de voir que le polynôme & t (z) ainsi formé satisfeil 
aux inégalités suivantes: 

*iW=û(jr), poura<*<a? 
*iW = 0» poura;<*<6. 
En effet, l'équation 

ayant k racines doubles entre a et a? et une racine simple z = x el 
l'équation 

•iW=o 

n — k racines doubles entre £ et 6, le polynôme & x (z) étant de dégri 
2n et 2k -*- 1 -h 2 (n— fc) = 2n -*- 1, nous concluons, en vertu de 
théorème précédent, que toutes les racines des équations 

0,(z) = Q(*) } 4(f)a0 9 



a 
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dans les intervalles Respectifs de a à x et de x à b, sont déjà énume- 
rôes. La seule racine simple de $, (s) = O (*) est * = ar 9 pour les 
valeurs de b entre x et x k ^ x , la différence 

^(5) — 0(5) est <0, 
car 

donc, pour les valeurs de z moindres que x, 

& x (z)—Q(z) est >0 

et ne change pas de signe dans tout l'intervalle entre a et x, toutes 
les autres racines étant doubles. 

X (*), étant positive pour x < z <z k + v reste positive dans tout 
l'intervalle de x à b. 

Ainsi, on voit que 

X (z) > û (5), pour a <* <a? . 
*i(*)^Of poura?<*<6. 

Il suit de ce qui précède que 

œ ' m b 

[o(*)ft*)cfo<^^ 



C'est à dire 



A * 



JpWfWAr < 2?S°W* Jgû« • • • ••(*') 



d'où il suit que la valeur (A) correspondante à la l n concentration 
est le maximum de notre intégrale. 



A 



.y 



i 



i« 
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■ Passant à la considération de la formule (£), ou voit d'aboi 
que le second membre de cette formule peut ôtre représenté par Pii 
tégrale 

b 

m0 t {*)d* 

a 
OÙ 



[ 



(P (*) étant donné ici par la formulé 



•.0»2c=i&a o w> 



(* — **) 9'(*<) 
1 

Les quantités x lf x tr . *x k sont racines de l'équation 

<P a (*) = 0(*) 

et a;, a^, %*_, • . .a^— racines çle l'équation 

*,(*) = 0. 

On pourra, comme dans le cas précédent, déterminer O n _ l (z) i 
manière que x lf x 2} . . .x k deviennent racines doubles de la premièi 
de ces équations eta^, a^,. • .s n — racines doubles de la second 

La quantité x sera racine simple de l'équation 

En vertu du théorème du n° précédent, nous concluons que ', 
différence 

ne changera point de signe dans l'intervalle entre a et # et comme 

<P, (*) — O (s) = — O (*)< 0, 
<!>,(«)— 0(«) restera négative pour toutes les valeurs de «entre a et; 



a 






— 125 — 

* 

D'autre part, <P 9 (*) étant positive pour x k < » < x f car 

et changeant de signe quand * passe par la valeur x, on aura 

#*(*)< 0> pour a?<*<6. 
Donc 

*iW = û(*)f poura<5<a? 
(P 2 W<0, poura?<*<6. 

D'où il suit que 

m x b 

(m q (#) (20 > [<p, (*) /•(*) eu > f <p, m /w <**. 



c'est à dire 

A* 



■J .1 

a 



ce qui fait voir que la valeur (B) correspondante à la première con- 
centration, quand on rapporte le point X au segment XB, est le mt- 
nùnum de notre intégrale. 

Le maximum et le minimum fournis par les formules (A) et (B) 
correspondent, comme la première concentration elle même, au cas où 

Uni*) et V n(*) 

sont de même signe. 

12. Des considérations entièrement analogues aux précédentes 
s'appliquent à la discussion de la seconde concentration du 1 r cas et 
des deux concentrations du second (y,=2n — 1) et nous pouvons les 
exposer succintement, sans entrer dans tous les détails. 



» « ■ 

4 



• 



\ 
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1 cas, |i = 2n. 

b) Seconde concentration 



Jowr«*-J8ow-H2J8°w*58 «-^ 



ou 

fc 



l 



owr«*-J8o«*2JS°w) c 



a <a?,<a? 9 . . .<* â <*<* 4H . 1 <• ..<*„_,< 6 

étant les racines de l'équation 

?(*) = <>, 

où ?(«) est une fonction entière de degré n-*-2, définie par les eoi 
ditions 

9 (a) = 0, 9(*>-0, 9(*) = 

b 

f{*)<t{*)â-. (s)d* = 0. . ( 



J' 



Composons un polynôme entier d>, (*) de degré 2n, d'après 
formule 

*, (*> = *• M -•- ? (*) *_ W 
où 

*.W- (r^^, û («)^2(7=^^°^^Ï^^Û(: 
et déterminons la fonction O (z) d'après les » — 1 conditions 



t ' (z t ) = & (xj f pour «= 1, 2,.. .* 

^/(gjaO, pour «=*-*- !,*-♦- 2,... m — 1). 
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La quantité x est racine simple de l'équation 

*,(*) = Q(f). 

Cette équation aura les racines simples a et a; et A racines doub- 
les entre a et x. L'équation 

0,w=o 

aura la racine simple b et n — 1 — h racines doubles entre x et b. 
Observant que pour x <b <x k ^ x 

0<# l (i)<O(i) l 
ou trouve, à l'aide du théorème du n° 10, que ( 

m 

*iW=û(5), pour a<*<& 
et 

D'où il vient 

x x b 

j Q{*)f(*)dB< j 0, (S) f($)d» < W (B)f{M)dt. 



Or 



b 6 



j* l (')f(*)d*=U 9 ( g )f( g )d*. 



Donc 



ce qui montre que la valeur (G) est le maximum de notre intégrale. 



l 



l 



• *■ 



i ; 



1 



•>. 



i 



t ' 



\ : 



r. \ 

h : 

> ■ 
i 



\ 



■s i 



i * 



tt: 



i 
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Formant en second lieu un polynôme <P 9 (*) de degré 2n, d'après 
la formule 

où 

k 



••» 



(,-«)f(a) 



ow+2p=S*w°Wi 



qui diffère de <P, (*) en ee que x est racine simple de l'équation 
au lieu d'être racine de l'équation 
ou verra de la même manière que 

D'où il suit que 



m o o 

fo(«)/>)<i«>f*,(»)rt»)<*<=J0,(«)fl')<J' 



-$8°w--2yS w'. '.-<m 



4 

4 



• 
I 

4 
I 

r 

i 

» 
i i 
f . f 

"f 



S- 



c'est à dire que la valeur (D) est le minimum de notre intégrale. 

Le maximum et le minimum trouvés correspondent, comme la se- 
conde concentration elle môme, au cas où 



U n (x) et V n (x) 



sont de signes contraires. 
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J7 gis, jt = 2n — 1 
a) 1 concentration 



Jow^*=:Jgoc)^2Jgoa. - )-Jgo«..CB) 



OU 






1 



étant les racines de la fonction entière ?(*) de degré n-*- 1, définie 
par les conditions 

9 (a) = 0, 9(*) = 

b 



! n 



[*)?(*)*_,(*)<** = 0. . • (Y) 

a 



Formons un polynôme X (z) de degré 2n— 1 d'après la formule 

OÙ 



La quantité a; est racine simple de l'équation 

l {z) = Q(z) 

et Ton peut déterminer â n _ t (a) de sorte que x l9 x %f ,..x k soient ra- 
cines double? de la môme équation et a? iU>l9 %+_,,. . .^ racines 
doubles de l'équation 

9 



— 130 — 
On verra facilement, comme ci dessus, que 

x (a)>O f . pour x<a<b 

ce qui entraîne comme conséquence que la valeur (E) est le maximun 
de notre intégrale. 

En formant un polynOme"<P 9 (*) de degré 2n— 1, d'après la for 
mule 

où 



«• 



1 
qui diffère de & % (z) en ce que x est racine de l'équation 

4(*)*-0 



au lieu d'être racine de l'équation 



-, * 



4(4- Q(r) 

i 

nous verrons, comme ci-dessus, que 

d?a(*) = û(*), p 0Ur a<*<0 ' 
*aW=0| P° ur <&<*<& 

ce qui entraîne comme conséquence que la valeur (F) est le mtntmtM 
de notre intégrale. 

Le maximum et le minimum trouvés correspondent au cas où 
sont de même signe. 
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■ 



IIca8 f |L = 2n — 1. 
b) 2 concentration 



Jq <ww*-2^° w*$B°« < G > 



ou 



|oG)rt#)*-2$g|QW).....- ® 

a 



étant las racines de la fonction entière ç (*) de degré n h- 1 , définie 
par les conditions 

ç(6) = 0, <p(z) = 



/• 



f(M)l(M)O^ % (M)dM=s0 .■'. (8) 

a 

En formant un polynôme de degré 2n — 1 

1 

et déterminant O n _ t {e) de manière que s lf a; 2 , ...x k soient racines 
doubles de l'équation 

et a^, «A^-ji • • •£ n _ l racines doubles de l'équation 
on yerra facilement que 

*iW=°(')» p° ur <*<*<« 

*i(*)^0> pour «<*<& 

9* 



« 
I 

) 

1 



v ■ 
I 

■- ! 
é 



\ 

: t 



'.i 

» 






1 * ' 



I 



< 4 

« 

1 



•t 



k 

\ 

é 
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ee qui entraîne comme conséquence l'inégalité 



•1 fo«f«*<2^ow>-»-$3 « w 

•i i 

; I Formant ensuite un second polynôme de degré 2n— 1 



i 

où #„__*(*) se détermine d'après les mômes conditions que ci-dessus, 
on trouve 

*tW=0, pour #<*<& 



\/\ d'où il vient 



JûwrwA>2^o(^ : -: (m 



? Les inégalités (60 et (£0 montrent que les valeurs (G) et (H) 

sont respectivement le maximum et le minimum de l'intégrale 



X 
\v{B)f{z)dB 



correspondants au cas. où 



».(*) «t TPL .(*) 



sont de signes contraires. 

13, En résumant les résultats acquis, nous pouvons énoncer la 
solution du problème proposé en termes suivants: 
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Soit f(z) une fonction inconnue qui reste positive entre les li- 
mites a et b; soient données les valeurs des intégrales 

b b b 

a a a 

On demande les valeurs limites (le maximum et le minimum) de 
l'intégrale 

Ja(M)f(M)dM 
a 

x étant un nombre donné, intermédiaire entre a et b et O (*) une 
fonction donnée, continue entre les limites de l'intégration et assu- 
jetie aux conditions 

Û(*)>0, Û'(*)>0, Ù"(z)>0,...QV- l )(g)>0 

pour toutes les valeurs de z entre les mômes limites. 

Les valeurs limites de l'intégrale proposée sont . fournies dans 
tous les cas par les formules , 



a 

a 



Jotof0*>2$S Q(x *> • • > (m) 



où ^ (z) se détermine par la formule 

b 



♦«-Jm**^*; 



a 



w - 



.) 



1 



1 



M 



• t 



If 



■- 1 

V 
i 



% lt x a ,.. *% k .désignent ceUes des racles, de, l'équation 

9(*)=0 

qui ne surpassent pas le nombre donné * et la fonction 9 (*) se dé- 
termine de différentes) manières dans les différents cas du problème, 

savoir: 

1) Dam? le premier cas, le nombre des données étant impair 
' (p.-* 1 l=±2n-t- l)j la fonction- 9 (*) est donnée par la formule 



9(â)= 



0»-a)CT,(*),(*-&)F n (*) 
(x.-a)U n (x) t (x-b)V n (x) 



la 



qui représente un polynôme entier de degré n -*- 1 , vérifiant les 

.équations 

b 

?(s) = 0, '"Jrw^w^-iW^^o .X«) 



ou par la formule 



9 (*) = (*_ a)(*— ty 



§ 



Ib 



qui représente un polynôme entier de degré n-*-2, vérifiant les 
équations 

?(«) = 0, 9(6) = 0, 9(*) = 0, 

b 



J 



f{*)V(')On-J*)à* = <> 



(P) 



4 
f 



selon que les nombres U n (a?), V n (x) sont de môme signe ou de signes 
différents. Les fonctions U n (#) et V n (*) désignent ici respectivement 
les dénominateurs des n mm réduites dans les développements des inté- 
grales 

b b 

y 





Ç fW(y-a)dy ^ tmQ>- 



J 



i 
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en fraction continue de la forme 



s" 



• 1 ;i" »•:• ; 



,•:< 



^«•4-6! — i 



o»«-f 6* — . # 



ï 



'Il 



O n «-H6 n — . # 



les constantes o u c 2 , . . , c n ^. l étant positives. 

2) Dans le second cas, le nombre de données étant pair (|in-l 
la fonction 9 (j) est donnée par la formule 



-2n), 



t j 



« ■ . » .1 






?(*)=(*—«) 



9nW» (*-*)JP— |M 
9„(*)> (*— *)^n_t(*) 



Ua 



qui représente un polynôme entier de degré n-*-l, vérifiant les 
équations , 

6 



1 



9(a) = 0, 9 (x) 



-0.J; 



f(*)?W^—.(*)*-0....(T) 



ou par la formule 



9 (*) — (* — 6 ) 



9„(*), («— «)TTn-,W 
9», (* - «) W—ifc) 



II b 



qui représente un polynôme entier de degré n-*-l, vérifiant, les 
équations 

9 (6) = 0, 9 («) = 0, jV(*)9(*)<W*)<fo = (*) 

a 

selon que les nombres 

?» et W^x) 



sont de môme signe ou de signes différents. 
Les fonctions 



— 136 — 

désignent ici respectivement les dénominateurs des déduites du rang 
n et n— 1 dans les développements des intégrales 



s 



j«* * j< 



/( y)(y-a)fl>-y)<*y 
*-y 



I 



en fraction continue de la môme forme que dans le cas précédent. 

14. La seule inspection des formules I a, I b, II a, II b permel 
d'affirmer que les racines de l'équation 

ç(*) = 

se succèdent alternativement* avec les racines les équations qu'or 
obtient en annulant les éléments de la première ligne des déterminants 
correspondants, c'est à dire que deux racines consécutives de l'équatior 
obtenue par cette voie comprennent une et une seule racine de l'é- 
quation 

^ i 

En effet, prenons par exemple la formule la , 



?(*) = 



(*-a)U n (z), (b 
(x-a)U(x), (x 



h) V n (M) 



Désignant les racines de l'équation 



par 



Ço<Çi<Ç»-.-<C» 



et les racines de l'équation 



0(z) = (*-b) F n (*) = 



par 



%<%<•• -<i)n<n 



n-t-i 



1 
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nous savons, d'après le théorème 7 du ch. I, que les racines de ces 
deux équations se succèdent alternativement, c'est à dire qu'on a 

So< *h< £i< *)a< ?a • • • < V< Si>< X+V 

La fonction 9 (*) étant de la forme 

<ï(z) = AF(z)-*-B0(0) 



on a, en posant * = £,,* = £, 



-♦-1 



d'où 






9(C() _ *(C<) 
»(C<*.i)~~~*<fc+-i) 



Or 0(0 et 0(^,) étant do signes différents, il en sera de même 
pour les quantités 9 (£;), 9 (Ç^). Donc l'équation 

1 

9(*) = 

aura au moins une racine entre Ç, et Ç^ et comme la môme chose 
à lieu pour deux racines consécutives quelconques de F(z), on voit 
qu'il n'y a qu'une seule racine de 9 (*), comprise entre Ç, et Ç^ r 

On prouve de la même manière que les racines de 9 (*) se succè- 
dent alternativement avec les racines de $(*). 

15. Dans les applications des résultats généraux du n° 1 3 à des 
exemples particuliers il est préférable de faire usage des équations 
(*)> (?)> (ï)> (') et des considérations sur la distribution des racines 
des équations correspondantes, au lieu d'appliquer directement les 
formules générales I a — II b pour la formation de la fonction 9 (*). 

Exemple 1 . Soient donriées 

b b b 

*o=*\f(!t)dy, ^=\yf(y)dy, o,= J y* f(y) dy 



i; 



» 



f 
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On demande les valeurs limites de l'intégrale 



/ 



f(y)dy 

o 

x étant un nombre donné entre O et 6. 

Cet exemple se rapporte au premier cas, le nombre de données 
:• étant impair et n = 1, a = 0. 

! ? Posant 

. on -aura, d'après la définition de ces fonctions 

b b 



j g f(0)(B—Qd0=o, jy(*)(#_&)(* -*),)<**=<) 



ou 






D'après le théorème 7 ch. I sur la distribution des racines des 
équations 

('-«0^0 = 0, (*-&)F n (*) = 

on aura 

o<ËE£<£<* 



•r *^oi — «i «i 



ce qu'on peut d'ailleurs vérifier directement. Donc U x (x) et V x (x) 
sont de môme signe quand , , 

1)*<& Z1 T o u 2)»> a 
et de signes différents quand 
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Dans les cas 1) et 2) on a, pour déterminer la fonction 9(4), la 
formule la ' • 



?(*) = 



i' 



» • 



ou, ce qui est plus simple, en posant 



V 



la formule 



?(*) = (* — *)(*— «1) 



f(s)(i — x) (i — «,)<fr = 



(•) 









c'est à dire 



d'où il Tient 



«J-— (s -♦- a?j) a'j-H ««j 0,,= 









D'après la remarque sur la distribution des racines de l'équation 
9(4) s 0, nous aurons dans le 1) cas 



o<*<£^î 



<£<*!<& 



et dans le 2) 



o<*,<te5<£<*<*- 



6«o— a 



D'après cela, on aura, par les formules (M) et (m) du n° 1 3 , 



6tt| — «} 



1) Pour *< %}? , «! étant > 



x 



6 



rw&r, 



»(*) 

V(*r 



■ I 

f 



;1V 









r 



\ 



\ 



-^ 



i 






V 



i 

r 



t 



1 
t 






':*. 



•i 

t 

> 
i 



— HO 



2) Pour * > |*, s, étant < * 






4 



rw*^ 



»(«i) 



»(*) 
9'(«) 



OU 





a 

<!>(*) =J Ay)(y - *i)<*y = «i— «o*i 





Donc 



+J£l) =û , »(*)_ fo»*— «0* 

9'(*i) ^ *'(*) «q» 1 — 2c^ * -*- a t 



ce qui donne 



5*! — «2 



1 )P° ur *<55^ 



X 



4 



<y{*)dB 





«o««— a i f 



■= atfp— 2* 1 x + ol 1 



2) pour X > £* 



« 






<JA*)*râV 



s 



ni — 



Dans le 3) cas, quand 



i 



OOq— tt| ^ tt| 



on aura, d'après la formule I b, 



9(*) = b(b — x)(b — b) 



et d'après les formules (M) et (m) 



X 

»(o) , »(g) 

o 



■ $3jm*£$8 



b 


♦ W— Ifbfibt— x )iy — ^dfyssoj— (6 -*- 0) 04-*- fcw^ 



<f>'(o) = bz, ff>'(x) = z(z — b). 
Donc 

pn aura 



gftw*£ M ~y.Si 



te 



Désignant par 

f(*)d* 
o * 



c 









• a 

t 

» 



H2 — 



■• c 



r 

M 



hï> 



* > 






1? 

i 






Vi] 



1 

* 



« « 



if * 

t 












:i- 












1 



r 



* 



t 
t 



la masse de la droite OC de longueur b, par 

<* = — : 

f/W * 

la distance de son centre de gravité du point 0, et par 





=[(*-<*) 9 



f(g)dz 



le moment d'inertie par rapport au centre de gravité, nous aurons 

et les formules précédentes donnent pour les valeurs limites de 
masse d'un segment donné de la droite les résultats suivants: 

l)pour*<d- F ^_ i 



i* 







2)poura?>d-*™ 



X 







X 



*-*£-^* ïjmd g £>*-%^^* 



o 

- * » 



(Voir Tehébicheff. Sur les valeurs limites des intégrales. Joi 
de math. 1874). 



ila 



îr. 
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Exemple 2. Soient données 

b b b • 

a a a 

« 

b 
a 

On demande les valeurs limites de 



a 



fWy. 



Cet exemple se rapporte au second cas, 

« 

p.= 2n — 1, n = 2* 

Commençons à calculer <p 9 (*), TP t (*). 
Posant 

m 

on a par définition 

b b 




f{e){*— b^{b— 0jda=O, \zf(*)(0—0 l )(0—0jda = O 



ou 



« • • 

* _!_« «0*1— «1*1 - - «!««— «g* 






Posant 



on a 



. r 



— Ué 



TPi(#)=#r-<«i 



f(B)(g— a)(*-6)(#— W* Œ 0, 



«/ 



.! 



i 



d'où 

** «,— (a-f-diaj-f-odoo* 

D'après le théorème 8 du ch. I, nous aurons 

m 

Les quantités 9, (x) et PT, (a;) sont de môme signe quand 
1) a <*,<*<;,<*,< b ou 2) o<* 1 <Ci<*,<*<6 

* 

et de signes contraires quand 

3) a<«<£f 1 <Ç l <£r 9 <6 ou 4) a<^<^<»<^<6. 
Dans les cas 1) et 2), la fonction 9(0) est donnée par la formule 



?(*) — (*—«) 






6) W, (*) 
b) W t (x) 



Hais il est plus simple de poser 



et de déterminer la racine x l par l'équation de condition (y) 



•.v 






/•(*)(*— «) (*—*)(#— «o <** = 0, 
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ou 



a, — (a -+• x) a 2 -*- aaa, — x x (a, — (a -*- a?) «,-♦- azop) = 



ce qui donne 



__ «j— (a -+- *) otj-f- axaj 



a: t = 



1 «2 — ( a ~*~ *) a l~*~ aXa O 



(<») 



D'après la remarque sur la distribution des racines de l'équation 
9(2) = 0, nous savons que l'intervalle entre les deui racines 
(*it *s) de <p 2 (*) comprend une et une seule racine de 9 (z) et que la 
môme chose à lieu pour l'intervalle entre les deux racines* (Ç, , b) do 
la fonction (z — b) W x (*). Donc, dans le 1 ) cas, on aura 

1) a<* 1 <s<Ç 1 <* 2 <# l <&, par conséquent x x >x 



et dans le 2) 

2)a<* l <x } <Z l <z 2 <x<b, „ 
Cela posé, les formules (M) et (m) donnent 



x x <x. 



b. 



île 



X 






« 



;■ 



A»)* ^m 



pour * 1 <x<Ç, 



4 

f 












se 



ii*i) 
»'(*l) 



pour *,< x < 5 



(1) 



(2) 



è 

! 



f M 



i 
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où 4* (*) se détermine par la formule 







»(y)-»(«) 



+W- fW^Eî 10 *. 



qui donne 



*(«)=> 



I /"(y) (y — s) (y — *,)%=«, — (* h- x,) <*,-♦- a^o, 

a 

^(a;)=a J — (a-*-x,)a,- 



ax.a. 



4* (»,) = «, — (a -♦- a;) a,-*- axa 

et x, est donné par la formule (o). 

En substituant dans les formules précédentes, on aura 
l)pourxr l <a?<Ç 1 






/»(**<«, 



a t — (g •+■ x) q t -+- axtt 
(*!— a) (*!—*) 






«i) «r*- «3Pi«o 



*)(* — * t ) 



2) pour * a <s<& 



« 



. [rw*< 






f(*)da>a — 



te — a)(« — * â ) 



Dans les cas 3) et 4) la fonction 9 (*) est donnée par la formule 



?(*) = (* — &) 






ou 



?(*) = (* — *>)(* — «)(*— «1), 



avec l'équation de condition 



1 



f(a)(z — &)(* — x)(z — âjd* = 0, 



qui donne 



x % = 



_ _ «i — ( b -¥• x) 04H- bxa l 

9L 2 — fi "+■ *) «!"♦- ^Wq 



On voit, comme ci -dessus, que dans le cas 3) 
a < x < 0j< Çj< x x < * 2 < 6, par conséquent x l > x 



et dans le 4) 



a < *!<#!< Ç f < a? < # f < 6, 



■« 



Donc, 



pour a < a; < z x \ 



o<jw*ssg 



et 



pour (,<«<«, 



* 



♦&> < f f( e )dg < y& 



= a. 



« » 



«i<*. 



(3) 



»(«) _ + (&) > ••• .(4) 



?» 



10* 
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a 
ty (6) =s a, — (x -+■ îB,) a,-*- OS^a,, 
<|i(a:) ==«,— (6 h- *,)«,-♦- te, a, 
i{i (3;,)= otj — (6 h- a;) a,-*- tea 

et a;, est donné par la formule (i|). 

En substituant dans les formules précédentes, il vient 

3) pour a < x < *, 

1 r 

< /ÏJldf < «*-(6-+-«.)«i-''*i«o 
«=JfW«_ (—6) (--«,) 

4) pour €,<«<*, 

,0 

En substituant dans les formules correspondantes les valeu 
x„ données par les formules (m) et (ij), on a définitivement le; 
sultats suivants: 

1) Pour 

g <sr ^. tt»—(«-«-fc) "»-*-«*■! : 

' > "> a,— (a -»- 6) «,-♦- «boo 

«, étant la plus petite racine de l'équation 

9» (*) = (*o°*— *, V— («««•— *i«i) * ■*- *i«i— «a ,= 
le minimum de 



jf(M)dl 



no 



est égal à 



(«o*»— <*i 2 )**— («0«l— «!«!> g -*■ (*i*r— «t 1 ) 
(a? — a) [a* (o^g — a^ — 2a(« l « — «t)-*- o^g—a,] • 



le maximum de la môme intégrale est égal à 

2) Four * a < # < 6, <e£ étant la plus grande racine de <p 2 (*), 
Je minimum de l'intégrale 

X 

imd* 



i 



est égal à 

(*— «)[**(«i— aooï-asfo— «4a) -+-04— 04a] 

et le maximum est a . 

3) Four a < a; < z x le minimum est 0, et le maximum est égal à 

(6 — x) [x 2 (6«o— a i) "" 2* (*«i— **) *•" &**— «il * 



«3 — (a •+■ 5) 04 — qftg) 



*) Pour 4-{,^-b>?— ^ < * < *» le minimum 



de 



a 






est égal à 

(* 2 —(b-*-X)oi ï -+4>Xa Q ) t 



«t le maximum à 

(ttQflfr— «!«) g*— (CpSa— a^gj g -f- g | «,— g t * 

- ° (6 — ») [6* («!— o^ac) — 2b (a,— a & «) -♦- a,— àyS\ * 






3"i 



Exemple 3. 
Etant données 



160 — 



oq= f(y)dy, «i= I yf(y) d y, • • • , 

o 



ce 

'4 = jyV(y)<ty, 







on demande le maximum et le minimum de l'intégrale 



I» 



X 

ïftotjdy. 



. i 



i V 



il 



• 



y î 



i f ) 



! 



!.. 

i 

ï 

II 
i 



\ 



V 




H est évident que, pour 6 = oo, on aura y n (z) = y n {8) y cai 
l'équation 

jfm-b)rj*)o n _ x {*)dz = b 



se réduit dans ce cas à 



• t 






MV.wo^wdMBBO 



qui sert de définition à la fonction <p n (*). 

' Appliquant les formules générales à notre exemple, nous aurons 
1) pour U % ($) et 9 9 (x)_ de même signe 



?(*) = 



*^t(*)f ?» 



OU 



?(*) = C7(*— *)(#— .«0(f-ag 
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avec les conditions 



J' 



f(*)(i — s)(* — a^* — x % )ds=zO (a) 



J' 



/*(*)*(* — %){z — »i)(s — x^de = 



<W 



qui donnent, en posant 



x l ^x t =p 1 x x x % =q f 



les deux équations 



(a x x — a 2 )p — (a^ — a x )q=z(i^ — a, 
(ayc — &Jp — fax — a 2 )q = ajc — a. 

Ces équations étant résolues par rapport à p et g, donnent l'équa- 
tion suivante, dont les racines sont x l et x % 



» » 



îM = [(O0 — o,)(a s a; — «g— («,« — a,) 8 ]* 8 



$ — * 



— [(ayc — «,) (a^c—(t t ) — (a,a? - a 2 ) (ct^r — a,)] z 
(a^x— ajiajc— a t )—(o^s— o,) s =s0 (y) 



2) pour U % {x) et 9,(2) de signes différents, on aura 



9(*) = * 



P», ?a(*) 
U t (x), 9 a («) 



ou 



avec la condition 



?(*) «=#(«—.«)(# — g,) 







[j . . -.62- 

* r c'est à dire 

s, d'où il suit 

; t 

Les fonctions <? 2 {z) et Ï7 a (*) s'expriment comme il suit: 









« • 



ï » 



■ : 



V 



I 



t 



\ 



g «t- «i* /$> 



?9 (*) = (Vi— «l") B% — («Vi— «l«») '* ■*" «1*8— «*" 

.;) U i (z)=(ct l a t —oc*)z > —((t l a t —a a a t )e-¥-a 2 ec t —<i a i . 



/ï;\ Désignant par z lt b % les racines de ?,(*) et par y,, y % celles de 

C, (*)> nous savons qu'on aura 

<z x <y l <» i <y % . 



Les nombres <p â (a), U t (x) sont de même signe dans les trois 
cas suivants 
/. 1° lorsque 0<*<<er, 

2° „ .*»<*<#, 
3° , y a <x 

et de signes différents • 
T ,4° lorsque ^ l <a?<y 1 

&•> ." - 5° „ * % <x<y r 



Supposant &i<£^, nous aurons nécessairement, d'après ce que 
nous savons sur la distribution des racines des équations 

?,(*)=0, GT 9 (*) = 0, <p(*) = 0, 
dans le cas 1° 

O <»< *,<y,< »,<*„< y 9 <x t 

et par conséquent 

X 



fj. 0<frt»*sJ8 



K*)= l/W(«— *J(' — ^i)"*» = «i— fa-*- *,K-«-*i*««o 





9i, x, désignant les racines de l'équation (f). 
Bans le cas 2' nous aurons 



<<&,<«, <y,<x<s,<x,<). 



et par conséquent 



*Jïi!<f/Y,,i a, <*<*■> — * 



M 



où 



♦ te) = «»—(*•«- f i) «i ■*■ <■*,«« 

Dans le cas 3" on aura 

<»,<<e 1 <îi 1 <*,< i,<jf,< x 
et par conséquent 



♦ ('il , ♦ W ■- f , 
9'(*,l »'W=J' 



fty)<*y£«. 



Dans le cas 4° on aura 

<»,<*<»,<*,<£,<», 



p 
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et par conséquent 



V&îjfu+sl 






OÙ 



9(*) = * (*-.&)(* — Si) 

! ?'(o)=*6i 



j et 



4»(*)=o,— a,|„ 9'(a;) = a;(a;— Ç,) 






Enfin dans le cas 5° on aura- 



<* l <Z l <y l <*2<x<yt . 
et par conséquent 



7<ô) 9'(«i)=J' 



o 



où 

4» (Si) — «a— *«i » ?' (Si) = 5, (S,— a?)- 
16. Sur les cas où x annule une des fondions 

?„(*), ^„_,(*), V m (M\V u {s).\ 

I 

Dans les cas où la limite supérieure de l'intégtale proposée 



m 

jf(z)Q 



(z)dz 



annule l'une des fonctions 



9.M. w*Jh cr-W. ^(f) 
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les formules générales se simplifient et la différence entre les deux 
concentrations dans les deux cas du problème cesse d'exister. Exa- 
minons par exemple le cas où <p n (x) = 0, c'est à dire le cas où a; 
est une des racines du dénominateur de la n** réduite dans le déve- 
loppement de l'intégrale 

b * ' 

m f(y)dy 



I 



* — y 



i 



en fraction continue et supposons que le nombre de données soit pair. 

Les expressions de 9 (z) correspondant aux deux concentrations 
de ce cas, se réduisent à 

!)?(*) = (* — û)? n W ou 2)<p(*) = (* — &)<p n (*). 
Les racines de l^quation 9 (z) = seront respectivement 

1) a <*,<*,<; ;. .<* o 
ou 

*i> *st- - •*» étant les racines de 9(1). 
En faisant 

1) ?(*) = (* — a)9 n (*) % 

1 

on aura pour x = * k . 



J _ 1 



Or 



b 



» 
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il 

i 

. i 



r 

c 









h] 

r. 

} 

6 

* h Donc, on aura 





a 
b 
— f /Ï«A »n(y) j,- _ *njfi) 

-J 'W <*-«<) »«'(#,) dy - •?©»• 



b 



\f(9)(M-»Ù9n<ir)*ll**0' 



V . î-i /* 



' i, '. . a 

iil..' ' 



En faisant 

2) <p(*) = (* — 6) 9| » 



\ ■ : 

{'>■•'' on verra de la même manière que 



1 v : limites de l'intégrale 



et la seconde concentration donnera par conséquent les mômes valeurs 



; H < que nous avons obtenues ci-dessus. 

li i : 









i 
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Examinons plus près le cas où, <p n (x) étant égale à zéro, on a 
encore Û(*) = 1. 

Les inégalités (1) donnent alors 



*-i ** 



1 J 1 



2 



À l'aide de ces formules, on peut aisément tirer les inégalités 
donnant les valeurs limites des intégrales 



b 



\f(z)dz et JV W Ai. 



n n 



En effet, observant que 



n 



1 



on obtient 



c 

1 



'«*-2fcft- 



1 



En combinant cette égalité avec les inégalités (2), on trouve 






6 



h*s2^--; ; --<« 



II 

I 

■ i 






h 



i. 



lir 



I ^ 

! ■ 
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En échangeant * k par & v (*j>**) dans les inégalités (2), onob- 



tfent 



jf(M)dM 



i 

1 






/w*s2&B 



1 



Retranchant l'intégrale 









(5) 



(6) 



I A. 



h r 



1 



if.- 



■4 



■1! 



et faisant usage des inégalités (2), il vient enfin 






7) 



'i 



/■ 



** 



w-iîkf 



i=t— i 



) 



(7) 



Les formules (7) ont été données par M. Tchébicheff dans son 
mémoire inséré dans le J. de math. 1874. 

«17. Nouvelle forme des résultats définitifs dans le cas général. 

M. Tchébicheff à donné récemment dans les mémoires del'Ac. 
de St. Fétersbourg 1885 (en russe), sous une forme très élégante, 
les résultats de ses propres recherches sur la question que nous 
ayons traité dans les paragraphes précédents, en.se bornant au cas de 
Q(s)±=l; mais comme la solution du problème dépend essentiel- 
lement de la formation de la fraction -—, et non" pas de la forme de 

la fonction Q(i), les résultats de l'illustre auteur s'appliquent aussi 
au cas général. 
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La forme, sous laquelle se présentent les formules donnant les 
maxima et minima de l'intégrale 



X 



(0)f(*)d0 



dans le mémoire de M. Tchébicheff, diffère de celle que nous avons 

présenté dans le n° 1 3, en ce que la fraction ^, qui figure dans ces 

formules, s'exprime en fonction des éléments qui peuvent être immé- 
diatement calculés en décomposant en fraction continue la partie 
connue 

i **^ #,# ^ ** Vf 

ou . • 



du développement de l'intégrale 



i 



*-y 



en série. 

Dans le cas d'un nombre pair 2n de données, on calculé tous les 
éléments des formules définitives en calculant les dénominateurs des 
réduites des rangs n et n— 1, <p n (*) et y nmmml (M) 9 dans le dévelop- 
pement de l'expression (1) en fraction continue de la forme 



*i*-*-hi — 



, î 

a, m -»- o s — 



a, jr -*- b t — # 






«n*-*-**-. # 






Dans le cas d'un nombre impair (2n -+• 1 ) de données on doit 
calculer encore le coefficient a nm%ml dans le développement de l'ex- 



«* 

r* 



r 

•' f 

: I 

l 



'A 



1 



I * 



)' 






4 



l'r 









t 
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pression (2) en fraction continue de la même forme. Nous alloi 
montrer comment les résultats obtenus au n° 13 peuvent être tran 
formés dans la forme de M. Tchébicheff. 

Nous avons vu aux nn° 10 et 1 1 du ch. I comment s'exprime: 
les fonctions W n __ x (s), U n (z) f V n (z) par les nouveaux éléments 9 n (; 
? n — iW e * a *-w ^ s'agit maintenant d'exprimer les fonctions q>( 
et <)>(*), dans les quatre cas que nous avons à distinguer dans not 
problême, par les mêmes éléments. 

Dans le premier cas, le nombre de données étant imps 

(pi -h 1 = 2n-*- 1) et y^û étant positive ou, d'après la formule (2 
du ch*. I, 

_j_ i 9n-i («) 9n-i (*) ) g 
a — *l 9n( g ) 9nfr) ) ""* * 



-.{ 



9 n — i (*) _ 9n— 1 ( g ) 



9n( b ) 



9 n («) 



)"V l 



<: 



étant positive, la fonction entière 9 (*), de degré n -1- 1 , est défit 
par les conditions 



9 (a;) 



-J 



A«M*)0«_.(*)<fc = O- 



On satisfait évidemment à la seconde en faisant 
C étant une constante arbitraire, c'est à dire 



? (*) = K-M * -*- &„-»-, ) ?„ (*) — ?«_,(*) ■+* C< Pn(«) 



X 



ou, désignant la constante arbitraire G-*- b par .4, 



9 («) = K*i * -*- ^) ?» W — 9n-i (')• 
La condition 9 (*) = donne ensuite . 

^_.?n-i(«)__ g ^ 



. \ 
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Donc, dans ce cas 



*<*)=» »„0[«w. (*-*)- ! feîP] .-»-.« 



ou, posant pour abréger 



'^«^-«J + 'fejP ■••.••■ (4) 



on aura 



?(*) = ?„(*) 2 — ?»_,(*) 



Partant 



a 



-; 



6 



en désignant par Y le résultat de la substitution *= y dans Z. La 
formule précédente peut s'écrire 



^( f ) = f /fy) (r-*)»nW^*19nW--»iiW? rf y 



-^)»n(y)^^(9n(y)-ynW) 



a 



jfo) ^ l ®Z?^* W *9. 



Or, # étant une constante, on a 






m%(y)^jdy = O t 



i 
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' $ ' donc 



• I 

i 



' } d'après la formule (8) du ch. I. 

ï;X " • 



:?* 



►' 



» V. 



{ 



ri 






Ainsi, dans notre cas, nous aurons 

»(') = »n(')S-»n-i(') . 
9 (i) 9n W ^ — 9n— i W 



M • 

Il jlj Dans le second cas, le nombre de données étant le môme, mais 

i\\ . la fraction (3) négative, la fonction entière <p(*) de degré n -t- 2 est 

définie par les conditions 



% « 



<p(a) = 0; ?(6) = 0, <p(aO = 

b 



On satisfaira évidemment à la' dernière, de la manière la plus gé- 
nérale, en posant 

A, B, G étant des constantes arbitraires; en effet, on peut écrire 
au lieu de (6) 

î 

[' • ?W=?^,W(**C)-»-i?9 B (jr)-».(^—6 <w . i )( ;a t-».C)? n (*) 



et sous cette forme, la propriété énoncée de 9 (*) devient évidente. 
En posant pour abréger 



'il ^(^^^KCJ + B 

IF j 

J ; on aura 

! j ■ ?(*) = ?„ W Z x — 9n-M Z %' ' - 

if 



J 
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Partant 

b 



+0-J/W ***=?** 



a 



V 



a 
6 



_ ïf^ 9n-imYt-Zi)-*-Zt(*n-ito)--9*-i(')) fa 

a * " 

ou, observant que 

sont des fonctions entières de y de degré 1 et 0, 

d'après la formule (8) du ch. I. 
Donc, dans ce cas' 

» (*) _ *n (') *i- »n-i (') ^ 
♦ (*) »n(')^|-9n-iW^i 

_ »„(«) S -<l>n-'i>) 
OÙ 

Les constantes A, B, G se déterminent au moyen des équations 

?(<*) = 0, 9(&) = 0, 9(s) = 0- 

% 

Substituant z = x dans la formule (5) et annulant le résultat, 
on aura 

?.(*)[(<W.*^)(*^^ 5 ]-(*^9n~i(*) = 

11É 
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d'où 
•t 

?W=?.C){[«^t'-«)*A+^](«*0)-^.("-0)} 

-?„(')(« + l!). 
Les conditions <p(û)= 0, ip(&) = 0, donnent ensuite 
4— f. <?=<*. 

A— ?»c=°p» 
où 

. _ ' r »— il») 9.-1W 1 /(j\ 

Donc 

J _ (a-b)p g P6 
A '~ P.-P. 
ç «Pô— 6p» 

p»— p« 

(t - g) p„p t (» |t - «) - p„ (a - 1)) , , . (8) 

(ce — PqT" • ■*• (*p«— *Pi) (Pe — p«) 

Ainsi, dans le cas d'un nombre impair de données (fji-t-l=2»-t-l) J 
la fraction %-£■ est donnée par la -formule 

*W_ «.W'-ViW /•» 

»(ïi — »„(i)Z- •„_,(•> VI 

oîi Z s'exprime par la formule (4) ou par la formule (8), selon que 
la fraction 

1 r ».-iM °„_il*n 

Po _ a — «L T»(«) Tn(*) J *-*-' - /OV 

p>~ 1 r »„-,w ..-iw -i w 

e-«L »»w •„<*> J «-« 

est positive ou négative. ■ ' 
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Dans le cas d'un nombre pair ((x-f-l = 2n) de données, la 
fonction entière 9 (*) de degré n h- 1 , se détermine, comme nous 
avons vu, par les conditions 

b . . 

b)9(*>-0 
et 

c) 9(a) = ou 9(6) = 



selon que la fraction 

1 pPn-i («) 9 n -i (*) "] 1 r 9n^l( & ) 9n-i(*n 

ViW ^ ^-gl »n( g ) 9 n (*> J & — «L <Pn(6) 9n(«) J 

9w(«) 9n—i (6) 9 n — t («) 

9w(&) 9n(«) 

(d'après la formule (1 7) du ch. I) est positive où négative, ou ce qui 
revient au même, selon que 

car 

9n-i(&> 9n-i(g) -^Q 



9n(&) 9n(«) 

ï»=4jp étant >0 et ïfc=d0<O f 

9 n ( 6 ) ' - 9n(°) % ' 

comme il suit de ce que dans la fraction continue 



• • 



K 1 

a. Z -♦- 0. — r 

1 » a^-t-V- •. 



■> 



tous les nombres c i sont > 0. 
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On satisfaire à la condition a) en posant 

A et B étant des constantes. 

. En les déterminant d'après les conditions 

• 
l) 9 (<p) = et o(a) = 0, 
ou 

2)<p(a;)=0 et 9(&)=0 

on obtient I 

où 

y _ '1 / *n-i («) »n— i (*) > /-' x »n-i (« ) 

a-*l 9n(«) 9 n («) / V '' 9n(«) K - 



dans le premier cas et 



7— l i *»-* W — *»— » (g) 1 fa — gï 



9ti — i (b) _ 9n— i W 1 /* _ ~\ ^_ 9n— i (*) 

9n(«) 



dans le second. .! - 

Observant que, pour 

Z étant linéaire par rapport à z, on a aussi 

■ 

nous pouvons dire que, dans le cas d'un nombre pair (pi-f-1 = 2n) 
de donnée?, la fraction ^ se détermine aussi par la formule 

<p(f) . 9 n W^-9n-iW , ' 
OÙ 

Z-^-«) + 8gjfl\ v . '..(10) 



l 

1 

i 

« 



4 

1 

î 
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Y étant la plus grande des deux quantités 

% 

1 pPn-! («) 9n-\ (*) "] et 1 pPn-i (*>) 9n-i (*) 1 

« — *L 9n(°) 9n(*) J * &-*L 9n( b ) 9*(«) J" 

Observant encore que les formules (M) et (m) du n° 13, en in- 
troduisant la notation des résidus de Gauchy, peuvent être écrites 
de la manière suivante 



œ — u /. x-t-to 






a— m ^ a— ii 



q désignant une quantité infiniment petite positive, nous pouvons 
dire que les valeurs limites de l'intégrale 



X 

f(z)Q(z)dz 

a 



i 

1 



O (z) désignant une fonction finie et continue entre les limites a et & 
et assujétie aux restrictions, mentionnées au commencement de ce 
chapitre, sont données par les formules (1 1), où 

»(')_ »n(*)g-*n-i(*) _ 
9 (') 9 W M Z — 9n— i W 

1 









- 1 



9 



la fonction Z ayant l'une des formes (4), (8) et (10) dans les diffé- 
rents cas que présente le problème et 



i 



a.'f -♦- &i r 

1 l *>*-♦-&,— . 






4 
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* ji désignant la fraction continue, arrêtée au quotient incomplet derrang 

n, que donne le développement de l'expression 



18. Quelques questions des maxima et tninima qui se ramè- 
nent à la question précédente. 

1 ) Soit f (y) une fonction inconnue de y, constamment crois- 
sante entre les limites et 1, c'est à dire telle que f (y) ne soit ja- 
mais négative entre ces limites. Etant données les valeurs 

î î î 

8 =\f(y)dy, s x =\yf(y)dy, s^=\ff(y)dy 

O O .0 

et la valeur initiale f (0) de la fonction, on demande de trouver le 
maximum et minimum de la valeur f(z), x étant une quantité don- 
née entre et 1. 

(Nous avons supposé les limites des intégrales données égales à 
et 1 , pour plus de simplicité; or, il est évident qu'on peut ramener 
le cas général, où les limites sont quelconques, à ce cas particulier.] 

Observons, en premier lieu, qu'à l'aide de l'intégration par par- 
ties, les données du problême donnent le moyen de calculer les inté- 
grales Oq , ocj , a, , . . . dp , en désignant 






En effet 






V- 





= (*-«- 1)5<— *a, 
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Or 



m = m 



-+-jf(!/)dy. 



Donc, la question revient à la recherche' des valeurs limites de 
l'intégrale 



X 

{y)dy 



•M 



les quantités o^ , a, , . . . a^ étant données. En posant 

(i-y)f(y)=«(y), 

(ù (y) restant positive entre les limites et 1 , on aura à rechercher 
les valeurs limites de l'intégrale 



X 



j,<o(y)t*y, 



les intégrales 

î î 



*o 



= \<*{y)dy, «i= \y<»(y)dy,'- ••%= \tf*iy)dy 



étant données. 

Cette question est résolue par les formules du n° 13, en y posant 



'°W=rb'. 



les restrictions imposées sur Q(z) étant évidemment remplies. 

Dans le cas de x = 1, la question est résolue par les inégalités 
I— IVdun°8. ' 



•4 



♦ 



i 



« 



- % 

• 



;l 






» • 



n 



t. 



i 

« 



» 
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Four p.= 2n — 1, l'inégalité I donne 

1 



r * ^ étant là n 1 " réduite dans le développement de 

I ■ " J' 

f\ . \ n 

Lïi . ou de 



i 

m — y 



j "*• #• "•"••• "^ fin 



en fraction continue. . 

L'inégalité II fait voir ensuite que le maximum de f{\) est 
car O(l) = oo et 1 est racine de l'équation 



P J . . La formule III du n° 8 donnera le minimum de f(l) pour jt=± 2i 

• et la formule IV fait Yoir que le maximum de f(l) est infini. 

2) Soit f(y) une fonction inconnue de y constamment décrois 
l v santé entro les limites et 1 de la variable, c'est à dire telle qu 

*4 ■ - • % f(y)n* soit jamais positive entre ces limites. 

{$/ ' Etant données là valeur f(ï) et les valeurs des intégrales 

i i ; 

*\ • 

; !'■■ ] r 

1 1 ■ J 



* -à 



i -f 



1 



a.^*^ hr^/wy, 
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m et h désignant deux nombres positifs, on demande le maximum et 
minimum de f(x) ) x étant un nombre donné entre et 1. 

Les données du problème donnent, à l'aide de l'intégration par 
parties, le moyen de calculer les intégrales 



en désignant 



a m-*-i> a m-*-*-*-i> ' - * 9 m-4-pft-t-i 



1 



4 



En effet 



î 



Or 





= / , (l)-(m-f-t*H-l)^ m ^ 4 . 

X 



m 

et la question se réduit à trouver les valeurs limites de l'intégrale 



X 



IfWy, 



i. 



les quantités <r 1M . 1 , o m ^ l _^ k ,... «v^.^ étant données. 
Posant 

% nous aurons 



i 






t 



V.' 



u 



. r 
r 

• * 



>■ ". * 



.1 



i ■ 






% ■' 



».* 



% 



A 



. ..<: 



; • 
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En posant 



-tO-*) * 7(0— «) i ) = ^W, 



jVS - ■ (u) restant positive entre les limites et 1 de la variable 

':*/ désignant encore 



i 



^=[(l-ti)^(u)du 



on aura 



a m-«-i-«-tt — — P<* 



La même substitution donne 



J X 



ri 

.\ JVw*=-t JV<a— «rto-V * 

* ■ M| . . - 

-1*00 'ai. *» , 

» • » . 



du 



\\i -: où 



*. ": *,= !-**. 



Observons encore que, connaissant les quantités P ,^,. . .8 
nous pouvons calculer les intégrales < 



t< = L'<?(u] 



pour i = O, 1, 2, . . . |t, d'après la formule 



♦ (<-!) 



«,= ft>- '?,- î^ fi,- . . . h- (- 1/ 8, 



et 



- ( 
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et la question proposée se réduit à la recherche des valeurs limites 
de l'intégrale 



j*(«) ^ *• 



O-ti) 

% 

les quantités Oq , a x , . . . a étant données, question qu'on sait ré- 
soudre, observant que la fonction 



Û(u) = - 



m -*-l 



• a-«) * ■ 

remplit évidemment les réstrictions nécessaires pour pouvoir appli- 
j quer les formules des n° 8 et 13. 

Exemple. Soient données 

1 1 



A = j* 3 m dy, ^4=Jy 4 m dy 

0. - fc 

et f(\); on demande le maximum et minimum de f(%), < x < 1. 
On aura ici 

. p =3^-AD, P,= 5A— Ai) 

- a =3^ — f(l), «1= 3^,-5^. 

Supposons en premier lieu a; = 0. On aura 

1 

AO) = AD-f-^ L I ^. 

- 

La formule I du n° 8 donnera 

rtO)£rtf)+$g|— !-=■ * ' 

» w (i _• ,,)! 



fl 



1 *■ 
I 

I 



! K 



S: 
v 4 

M 



»f\- 



1 
• 

t 






^ 



« 



* 



• %. 



« 



v ■ 
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où 






Donc 



«0 



M 

fi l 1 --)' 

J/J v ^ 

»- -: 

H' ' 



Ao>sm>~yt£3$ 



(V. Stielty es. Bulletin astronomique 1884). 
•'. Le maximum de /"(O) est oo. 

, ,{ Supposons en second lieu x > et < 1, 



J(l-U)« 





u x = 1 — &. 

Les formules du n° 13 donneront 
1) pour «<> 5, c < j/ÏE 



.— a, 



j 



I 

»(0) == «0»*!— « t *J«*|) ^^ Ot| 

9'(0) «! » q/^) t^ 



r ' • " ' ' f{*)<fO) 



oy#|— a t «j 



i. : ~ Ni—oi 



fWSAD 



«1 



■j\ OU 



1 



/"(*)£ f (i) -"- " o(1 ~' b2 ) "- 1 



1 — 8S* 



4 
1 

1 
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2)Pour Ml <£, s>)/^ 



?(*) — (* — «*i)(*— 1) 

_«o— «I 
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